
1

Сохранение энергии при случайном локальном воздействии на
большую систему

Меликян М.В.
Тьютор

Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова,
Механико-математический факультет, Кафедра теории вероятностей,

Москва, Россия
E-mail: mv.melikian@gmail.com

Рассматривается конечная система точечных частиц на вещественной пря-
мой R с координатами {𝑥𝑘(𝑡)}𝑁𝑘=1 и скоростями {𝑣𝑘(𝑡)}𝑁𝑘=1. Массы всех частиц
полагаются равными единице. Обозначим 𝑞𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘 − 𝑘𝑑, 𝑝𝑘(𝑡) = 𝑞𝑘(𝑡) =
𝑣𝑘(𝑡), где параметр 𝑑 > 0. Зададим полную энергию системы (гамильтониан)
формулой:

𝐻(𝑞, 𝑝) =
1

2

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 +
1

2

𝑁∑︁
𝑘,𝑗=1

𝑎(𝑘 − 𝑗)𝑞𝑘𝑞𝑗 − 𝑞𝑛𝑓(𝑡),

где 𝑓(𝑡) — внешнее воздействие, а функция 𝑎(𝑘) удовлетворяет двум усло-
виям:

1. симметрия: 𝑎(𝑘) = 𝑎(−𝑘) (т.е. система гамильтонова);
2. матрица 𝑉 положительно определена, где 𝑉𝑘,𝑗 = 𝑎(𝑘 − 𝑗) = 𝑎(𝑗 − 𝑘).
Ввиду положительной определенности можем обозначить собственные зна-

чения матрицы 𝑉 через 𝑠𝑘 = 𝜈2𝑘 , 𝑘 = 1, ..., 𝑁, причем все 𝜈𝑘 будем считать
положительными. Соответствующую им ортонормированную систему соб-
ственных векторов обозначим через {𝑢𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑁}.

Заметим, что положением равновесия системы в отсутствие внешнего воз-
действия (состояние, где достигается минимум энергии) будет

𝑥𝑘 = 𝑘𝑑, 𝑣𝑘 = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑁.

Это означает, что если начальные условия находятся в этом положении, то
частицы не будут двигаться, т.е. будем иметь 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑘𝑑, 𝑣𝑘(𝑡) = 0 для всех
𝑡 > 0.

Мы будем рассматривать нулевые начальные условия

𝑞𝑘(0) = 0, 𝑝𝑘(0) = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑁. (1)

Таким образом, движение системы описывается следующей системой ОДУ:

𝑞𝑗 = −
∑︁
𝑘

𝑎(𝑘 − 𝑗)𝑞𝑘 + 𝑓(𝑡)𝛿𝑗,𝑛, 𝑗 = 1, ..., 𝑁,

где 𝑓(𝑡) – внешняя сила, действующая на частицу с номером 𝑛, 𝛿𝑗,𝑛 – символ
Кронекера. Перепишем в гамильтоновом виде:
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{︃
𝑞𝑗 = 𝑝𝑗,

𝑝𝑗 = −
∑︀

𝑘 𝑎(𝑘 − 𝑗)𝑞𝑘 + 𝑓(𝑡)𝛿𝑗,𝑛.
(2)

Пусть 𝑓(𝑡) – внешняя сила, действующая на частицу с номером 𝑛, – ста-
ционарный в широком смысле центрированный случайный процесс c непре-
рывной ковариационной функцией 𝐵(𝑠) и спектральной мерой 𝜇(𝑑𝑥).

Будем говорить, что последовательности случайных процессов {𝑞𝑘(𝑡)}𝑘, {𝑝𝑘(𝑡)}𝑘
решают систему уравнений (2), если они непрерывно дифференцируемы в
среднеквадратичном и при их подстановке правая и левая часть равны по со-
ответствующей мере. Начальные условия, лежащие в соответствующем гиль-
бертовом пространстве, гарантируют существование и единственность реше-
ний уравнения, принадлежащему этому пространству при каждом 𝑡.

Введем вектор 𝜓(𝑡) =
(︂
𝑞(𝑡)
𝑝(𝑡)

)︂
и обозначим:

𝐴 =

(︂
0 𝐸

−𝑉 0

)︂
.

Тогда система перепишется в виде:

𝜓̇ = 𝐴𝜓 + 𝑓(𝑡)𝑔, 𝑔 = (0, 𝑒𝑛)
𝑇 , 𝑒𝑛(𝑗) = 𝛿𝑗,𝑛. (3)

Теорема 1. Для любого 𝜓 ∈ R2𝑁 существует и единственно (п.н.) решение
𝜓(𝑡) системы (3) с начальным условием 𝜓.

Доказательство. Очевидно следует из существования и единственности
решения неоднородной линейной системы дифференциальных уравнений пер-
вого порядка, см., например, [1].

Теорема 2. Пусть мера 𝜇 такова, что ковариационную функцию рассмат-
риваемого случайного процесса можно представить в виде 𝐵(𝑡) =

∫︀
R 𝑒

𝑖𝑡𝑥𝑏(𝑥)𝑑𝑥.
Тогда

1. если носитель 𝑏(𝑥) не пересекается с множеством {𝜈𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑁},
то средняя энергия всей системы будет ограничена по времени;

2. если для всех 𝑗, таких что 𝜈𝑗 лежит в 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑏(𝑥), (𝑢𝑗, 𝑒𝑛)
2 = 0, то

вновь имеет место ограниченность по времени средней энергии;
3. если есть точка спектра 𝜈𝑗, лежащая в 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑏(𝑥), такая что (𝑢𝑗, 𝑒𝑛)

2 ̸=
0, то

3.1. если 𝜈𝑗 = 0 и выполнено

𝑏(0) = 𝑏′(0) = 0, (4)

то средняя энергия всей системы будет ограничена по времени;
3.2. иначе (т.е. для тех индексов 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑁}, для которых либо 𝜈𝑗 ̸= 0,

либо 𝜈𝑗 = 0, но не выполнено (4)) средняя энергия будет расти по времени,
причем существует положительная постоянная 𝐶, такая что 𝐸(𝐻(𝑡)) ∼
𝐶𝑡2.
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