
Çîòîâà Å.È. (ÓÓÍèÒ, Óôà, Ðîññèÿ). Î ìåòîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé

Áþðãåðñà

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) çàäàí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
V (t), t ∈ [0, T ], îáëàäàþùèé íåïðåðûâíûìè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðåàëèçàöèÿìè.
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Áþð-
ãåðñà c øóìîì â íåëèíåéíîé ÷àñòè:

u(x, t)− u(x, 0) +
∫ t

0
ux(x, s)f

′(u(x, s)) ∗ dV (s) =
∫ t

0
uxx(x, s)ds, (1)

u(x, 0) = φ(x), (x, t) ∈ R×R+.
Çäåñü èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) � ñèììåòðè÷íûé èíòåãðàë [1] îò-
íîñèòåëüíî ïðîöåññà V (t). Åñëè V (t) ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì, òî ñèì-
ìåòðè÷íûé èíòåãðàë ñîâïàäàåò ñî ñòîõàñòè÷åñêèì èíòåãðàëîì Ñòðàòîíîâè÷à.
Â ñëó÷àå ãëàäêîé ôóíêöèè V (t) çàäà÷ó (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ut + uxf
′(u)V ′(t) = uxx, u(x, 0) = φ(x).

Èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Êîóëà-Õîïôà [2] ñâîäèò äåòåðìèíèðîâàííîå

îáîáùåííîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà ñ f(u) = u2

2 ê óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè,
ðåøåíèå êîòîðîãî èçâåñòíî. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ñïîñîáà ðåøåíèÿ çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ îáîáùåííûõ óðàâíåíèé
Áþðãåðñà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x, v) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Êîøè äëÿ îáîáùåí-
íîãî óðàâíåíèÿ Õîïôà

gv + gxf
′(g) = 0, g(x, 0) = φ(x), (x, v) ∈ R×R.

Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, t) = 1
2
√
πt

∫∞
−∞ g(ξ, V (t)) exp

{
−(x−ξ)2

4t

}
dξ, (2)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ
Áþðãåðñà (1).

Ïðåäñòàâëåííîå â òåîðåìå ðåøåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Âåéåð-
øòðàññà [3] îò ôóíêöèè g(x, V (t)) ñ ïàðàìåòðîì t. Ïðåîáðàçîâàíèå Âåéåðøòðàñ-
ñà äàåò "ñãëàæåííóþ" âåðñèþ ôóíêöèè g(x, V (t)), ÷òî ãàðàíòèðóåò ãëàäêîñòü
ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð. Äëÿ çàäà÷è Êîøè (1) ïðè f(u) = u2

2 è íà÷àëüíîì óñëîâèè

φ(x) =

{
u1, x ≤ 0,

u2, x > 0,

ãäå u1 > u2 è a = u1+u2

2 êîíñòàíòû, ðåøåíèå èìååò âèä

u(x, t) = u1Φ
(

aV (t)−x√
2t

)
+ u2

(
1− Φ

(
aV (t)−x√

2t

))
, (3)

ãäå Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞ exp
{

−y2

2

}
dy � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà.

Åñëè V (t) = W (t), ãäå W (t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, òî ñîîòíîøåíèå (3) �
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñ âèíåðîâñêèì
øóìîì. Ïðè V (t) = t ñîîòíîøåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ
êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà [2].
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