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Atayan A. M. (Don State Technical University, Rostov-on-Don) Calculation of the

operating time of a computing system based on correlation analysis

In the modern world, the issues of ecology and the preservation of the quality of coastal
(especially fresh) and commercial waters are becoming more and more relevant. In order
to preserve water complexes and maintain their integrity, it is important not only to take
organizational, engineering and technical solutions, but also to have highly e�ective methods
for modeling various potential and actual mechanisms of primary and secondary pollution
of coastal systems, which make it possible to quickly and e�ciently, based on interrelated
high-precision models of hydrophysics and hydrobiology predict the processes of pollution
spreading and the occurrence of hazardous phenomena in coastal systems [1, 2].

To increase the accuracy of mathematical models based on solving di�usion-convection
problems, it is necessary to include factors that have a signi�cant impact on hydrobiological
processes: parameterizable microturbulent di�usion and advective transport in various
directions [3]. The calculation of data on a multiprocessor computer system can signi�cantly
reduce the computation time. However, the time e�ciency of a computing system may not
always be expected. In this case, it is correct to carry out a theoretical analysis of the
calculation of the computation time based on the correlation analysis.

Let there be a certain variable i, which represents the ith observation of the dependent
variable yi, and weå denote the explanatory factors by a vector xi. Then we can express the
multiple regression model in the following form:

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βpxip + εi, (1)

where i = 1, 2, . . . , p; β � free member, εi � member containing the error.
Vector �nal regularity n is a matrix of values of explanatory factors, dimension n on the

(p+ 1). The model in matrix form will look like

Y = Xβ + ε. (2)

The estimate of this model for some sample will be an equation in which β = (β0, β1...βp)
′,

ε = (ε0, ε1...εn)
′.

The condition for minimizing the residual sum of squares can be represented as:

S =
n∑

i=1

(yxi
− yi)

2 =
n∑

i=1

ε2i = εε′ = (Y −Xβ)′(Y −Xβ) → min. (3)

Carrying out transformations in (3) we obtain

S = Y ′Y − β′X ′Y ′ − Y ′Xβ + β′X ′Xβ. (4)

This implies

S = Y ′Y − 2β′X ′Y ′ + β′X ′Xβ → min, (5)

where X ′X � matrix of sums of �rst powers, squares and pairwise products n observations
of explanatory factors; X ′Y � vector of products, dimension n observations of explanatory
factors and dependent variables.

The solution of the matrix equation will be the vector

β = (X ′X)−1(X ′Y ), (6)

where (X ′X)−1 � matrix inverse to the matrix of system coe�cients; X ′Y � vector, free
members of the matrix.

To calculate the operating time of the computing system, yi acts as the �nal time, and
the explanatory factors indicated by the xi vector are: the size of the computational grid, the
number of computing nodes used. Thus, it seems possible to calculate the average running

*The reported study was funded by RFBR according to the research project 20-31-90105
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time of the entire system. On the basis of the presented regression analysis, a graph (Fig. 1)
was obtained of the dependence of the running time of a parallel program on the amount of
transmitted data and the number of involved computing nodes of a multiprocessor system.

Figure 1 � time dependence on the volume of transmitted data and the number of
computing nodes involved.

Latency and data transfer times are calculated using linear regression. The formula for
latency is:

tk =

{
5.21 · 10−6 + 1.53 · 10−7k, if n ≤ 512,

6.733 · 10−6k, if n > 512,
(7)

where k � number of nodes. Transmission time per data tx = 3.3 · 10−9.
Regression analysis makes it possible to give a �nal theoretical estimate of the time of

operation of a computing system when parameterizing model data. In the case of developing
mathematical models and designing algorithms for the parallel solution of the problem
of mathematical modeling of the transfer of pollutants in the aquatic environment, the
correlation analysis will make it possible to predict the time for calculating the data.
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Cramér type moderate deviations for random fields

Aleksandr Beknazaryan
University of Tyumen
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(joint work with Hailin Sang and Yimin Xiao)

Let {Xnj , n ∈ N, j ∈ Zd} be a random field with zero means defined on a probability space (Ω,F , P ).
Suppose that for each n, there is a disc on the complex plane C centered at the origin z = 0 with a finite radius
Hn within which the cumulant generating function Lnj(z) = logEezXnj of Xnj is analytic and

|Lnj(z)| ≤ cnj for all z ∈ C with |z| < Hn. (1)

Denote
Sn =

∑
j∈Zd

Xnj , Bn =
∑
j∈Zd

var(Xnj), Cn =
∑
j∈Zd

cnj

and let
Fn(x) = P (Sn < x

√
Bn).

Assume that Sn is well-defined, Bn < ∞ for each n ∈ N, BnH
2
n → ∞ as n → ∞ and that Cn = O(BnH

2
n).

Then, denoting by Φ(z) the cumulative distribution function of standard normal distribution, the following
theorem establishes exact moderate deviation for the random filed Xnj under Cramér’s condition (1):

Theorem If x ≥ 0 and x = o(Hn

√
Bn), then

1− Fn(x)

1− Φ(x)
= exp

{
x3

Hn

√
Bn

λn

( x

Hn

√
Bn

)}(
1 +O

(
x+ 1

Hn

√
Bn

))
,

where

λn(t) =

∞∑
k=0

βknt
k

is a power series that stays bounded uniformly in n for sufficiently small values of |t| and the coefficients βkn

only depend on the cumulants of Xnj (n ∈ Z, j ∈ Zd).



Bondarenko D.V., Nikitina A.V. (Don State Technical University, Rostov-on-Don)
Evaluation of the effectiveness of heuristic optimization methods with a random
distribution of input data

Define some function f : Rn → R , for which it is necessary to find the extremum points
depending on the task, and the search area S = [s01; s

1
1]× . . . × [s0n; s

1
n] ⊂ Rn. Next, the initial

harmonics {hi ∈ S}ki=1 are randomly generated in a given area, where k is a value indicating
the number of harmonics that can be stored in memory. Let in the algorithm pc be the
probability of choosing from memory harmonics, pm – the probability of modification and
bw is the magnitude of the modification. The iterative part of the algorithm continues until
its stop criterion is met. The criterion may be a limitation on the number of iterations, on
the number of predictions without updating the harmonics memory, or the proximity of the
harmonics being added according to a given metric. When implementing the first step of the
iterative part of the algorithm, a new zero harmonic is created hnew = {0, 0, . . . , 0} ∈ Rn.
Then, for each harmonic component, a random number ϵ is generated, evenly distributed in
the interval (0,1). If ϵ is less than pc, then the corresponding component from a randomly
selected harmonic located in memory is written to the current component, otherwise the
component is generated randomly, taking into account the belonging of the component from
the search area S. If the component was generated using internal or external memory, then it
is probably necessary to modify it. To do this, a random number ϵ is generated, again evenly
distributed in the interval (0,1). If ϵ is less than pm, then the component changes by the value
δ · bw, where δ is a random variable located on the segment [-1;1]. If f(hnew) < max

1≤i≤k
f(hi),

then hnew replaces arg max
1≤i≤k

f(hi). To test the algorithm, the distribution function of the

concentration of the pollutant in the reservoir was used [2]:

C(x, y) =

{
sin(π(x− 10)/10)sin(π(y − 10)/10), (x, y) ∈ D,

0, (x, y) /∈ D,D = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [10, 20], y ∈ [10, 20]}.

For the harmonic search method, we set the algorithm stop parameter in the form
of a limit on the number of improvisations in the iterative part, equal to 10000. The
number of harmonics that can be stored in memory is set to 100. The operating time of
the software module implementing the test task in the Python programming language was
0.496674 seconds. The result of the algorithm for the test problem under consideration will
be finding the best harmonic [15.000570810442545, 14.99912225607023] with a function value
of 0.9999999459017892.

The considered heuristic algorithm is a zero-order method, it is based on harmonics and
improvisation of musicians, which greatly simplifies its understanding. Using the idea of
modifying a vector with a probabilistic approach makes it possible to reduce the possibility
that when finding the extremum points of a function, a closure to its local extremum points
will occur.
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Chistyakov A. E. (Don State Technical University, Rostov-on-Don),Kuznetsova I. Y.
(Southern Federal University, Rostov-on-Don) Stability estimation of the equation for

calculating the pressure taking into account the collision time of the medium

molecules

A crucial task is to improve the accuracy of mathematical modeling of natural hazards,
including storm surges and the transport of pollutants in a reservoir. In this paper, we
propose to consider an approach to constructing a mathematical model of hydrodynamics
based on the well-known connection between the kinetic and hydrodynamic descriptions of
a continuous medium [1-2]. According to [1], in the case of a spatially one-dimensional layer,
the scheme will be constructed under the following assumptions: 1) at the n-th time step in
each spatial cell x ∈ [xi, xi+1], there is a locally Maxwellian distribution f0i that is constant
for this cell

f0i =
ρi

(2RPi)
3/2

exp

(
−ζ − Ui

2RPi

)
, (1)

where ρ is the density of the substance, R is the gas constant, P is the pressure, ζ is the
velocity of the molecule, Ui is the macroscopic velocity; 2) during the time t ∈

[
tn, tn+1

]
the particles of the medium perform collisionless expansion; 3) at the n+1 time step the
distribution function fn+1, obtained as a result of the expansion and is not Maxwellian is
instantly Maxwellized, and the whole procedure is repeated again.

It is shown in [2] that when solving problems of hydrodynamics, the equation of continuity
in the case of taking into account the time of collision of medium molecules takes the form

ρ′t = τ∗ρ′′tt +∇ (ρV) , (2)

where τ∗ h/c is the regularization parameter or the characteristic time between collisions
of molecules, h is the computational grid step, c is the speed of sound, V is the velocity
vector of the medium. In an adiabatic process, the speed of sound is determined from the
expression: c =

√
(∂P/∂ρ)S , where S is an index showing that the derivative is taken at

constant entropy. In equation (2), the term τ∗ρ′′tt arises when the momentum transfer delay
is taking into account in the case of representation of the collision time of molecules by a
discrete function.

According to [3], the calculation of the pressure function will take the form:

1

c2
P ′′tt −∆P = −

ρ′t +∇
(
ρṼ
)

τ
, (3)

with initial conditions P
∣∣
t=0

= P0, P
′
t

∣∣
t=0

= P1. Here τ = tn+1 − tn is the time step, Ṽ is
the intermediate velocity �eld calculated without regard to pressure [4].

Using the Rote method for equation (3), an analytical solution was obtained [5]:

P ′′tt = −ΛP, P =
∑
i

αiXi, αi(t) = αi,0 cos
(√

λit
)

+
αi,1√
λi

sin
(√

λit
)
, (4)

where Λ is a self-adjoint, positive de�nite operator, Xi are the eigenvectors of the operator
Λ forming an orthonormal basis, λi are the eigenvalues of the operator Λ, ΛXi = λiXi.

In general, the system of eigenvectors of the operator is unknown. In practice, equation
(3) is solved by numerical methods. Solution (4) is necessary to estimate the approximation
error of the numerical solution.

Theorem. The implicit di�erence scheme approximating the homogeneous equation (3)
is absolutely stable, has the �rst order of accuracy, and the estimation of the calculation
error has the form:

*The study was �nancially supported by the Grants Council of the President of the Russian Federation
within the framework of the scienti�c project No. MD-3624.2021.1.1
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Ψn+1
i = CnΨ1

i +

n−1∑
r=0

Crβn−r
i , cosϕ =

1√
1 + k

, k =
λiτ

2

τ∗
,

Cn =

(
1

1 + k
cos(ϕn) +

2
√

1 + k exp
(
−1/
√

1 + k
)
− 1

k(1 + k)
sin(ϕn)

)
exp

(
n√

1 + k

)
,

βn
i =

2αi,0 cos
(√
λit

n
) (

1− cos
(√
λiτ
))
− αi,0k cos

(√
λit

n +
√
λiτ
)

1 + k
+

+
2αi,1 sin

(√
λit

n
) (

1− cos
(√
λiτ
))
− αi,1k sin

(√
λit

n −
√
λiτ
)

(1 + k)
√
λi

.
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On some Wald type identities for Fractional Brownian

motions

Manuel L. Esqúıvel and Nadezhda P. Krasii

May 17, 2022

Abstract

In 2017 A. N. Shiryaev asked us the following question: is there analogs of the Wald
identities for the fractional Brownian motions? We believe so by reason of the follow-
ing. There are series representation with Schauder functions—or similar functions—of
all Brownian motions, usual and fractional; these series representations are obtained
via the Haar basis and all have some remarkable characteristic: localisation of the ran-
dom components. This characteristic lead us to believe that any property of the usual
Brownian motion relying on this localisation feature may be extended, with adequate
adaptations, to all fractional Brownian motions. This is the approach that subsumes
the present work.

Let (BH
t )t≥0 the self similar process fractional Brownian motion for 0 < H < 1.

BH
t := CH

(∫ 0

−∞

(
(t− u)H−1/2 − (−u)H−1/2

)
dBu +

∫ t

0
(t− u)H−1/2 dBu

)
,

with,

CH = E
[
BH

1

]− 1
2

(∫ 0

−∞

(
(t− u)H−1/2 − (−u)H−1/2

)2
du+

1

2H

)− 1
2

,

where (Bt)t≥0 is an usual Brownian process and the integrals must be given a special
interpretation. We observe that there is a decomposition of this process, as the sum of
two processes, (1/CH)BH

t = RHt +MH
t with,

RHt :=

∫ t

0
(t− u)H−1/2 dBu ,

and, the long memory process given by MH
0 := 0 and,

MH
t :=

∫ +∞

0

(
(t+ u)H−1/2 − uH−1/2

)
dB̃u ,

1



(B̃t)t≥0 being an independent copy of (Bt)t≥0. We will treat the two processes separately.
We have, with {ξ0, ξj,k : j = 0, 1, . . . ,+∞; k = 0, . . . 2j − 1} in H, a set of orthonormal
random variables in L2(Ω,F ,P), that:

RHt = ξ0
2tH+1/2

1 + 2H
+

+∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

ξj,kϕ
H
j,k(t) ,

with an analog of the Schauder little tent functions defined by:

ϕHj,k(t) :=
2

j
2
+1

1 + 2H

[(
t− 2k

2j+1

)H+ 1
2

1I[ 2k

2j+1 ,
2k+1

2j+1

[(t) +

(
2k + 2

2j+1
− t
)H+ 1

2

1I[ 2k+1

2j+1 ,
2k+2

2j+1

[(t)
]
,

peaking with the value 2−(2H(j+1)+1)/2/(1 + 2H) at the point (2k+ 1)/2j+1. And, in the
same way, we also have,

MH
t = ξ0

2
(
2H+1/2 − 2

)
1 + 2H

tH+1/2 +

+∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

ξj,kψ
H
j,k(t) .

Let the filtration G = (Gt)t∈[0,1] be defined, for t > 0, by:

Gt := σ

(
ξ0, ξj,k, j = 0, 1, · · ·+∞; k = 0, . . . 2j − 1 : s ∈

[
2k

2j+1
,
2k + 2

2j+1

[
, s ≤ t

)
,

and let G0 := {∅,Ω}. Let τ be a stopping time with respect to G.

Theorem 1 (Wald identity for fBm component RH). Let τ be a stopping time with
respect to G such that τ < 1 almost surely. Then,

E
[
RHτ
]

= E

[
ξ0

2

1 + 2H
τH+1/2

]
.

Theorem 2 (Wald identity for fBm component MH). Let τ be a stopping time with
respect to G such that τ < 1 almost surely. Then,

E
[
MH
τ

]
= E

[
ξ0

2
(
2H+1/2 − 2

)
1 + 2H

τH+1/2

]
.
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On the fractional differential Riccati equation and some new

numerical approaches to its solution.

April 30, 2022

Nicola Hu, nkhu@sfedu.ru,
Southern Federal University, Rostov-on-Don.

The following fractional differential equation

Dαψ(t) = λψ2(t) + µψ(t) + ν, I1−αψ = u ∈ R, λ, µ, ν ∈ R, α ∈ (0, 1], (1)

where Dαψ(t) represents the Riemann-Liouville fractional derivative of ψ of order α in t, is known
as fractional differential Riccati equation. It appears in many different problems, as noted in [4].
For example, in the rough Heston model{

dSt = St
√
VtdWt,

Vt = V0 +
1

Γ(α)

(∫ t
0 (t− s)α−1η(m− Vs)ds+

∫ t
0 (t− s)α−1ηζ

√
VsdBs

)
.

(2)

which describes the dynamics of an asset price St and its variance process Vt. It has been shown
in [5], that the characteristic function of the log-price St is expressed in terms of the solution of a
fractional Riccati equation (2).

The fractional Riccati equation has a non-trivial solution. Some numerical approaches in solving
the fractional Riccati have been elaborated. For example, through the Adomian’s decomposition
and the homotopy perturbation method (see [6] and references there inside). We will discuss a new
approach from [1] based on the fractional power series expansion of the solution. Moreover, In recent
times, Neural Networks have gained popularity, since they can be used as universal approximators
of continuous functions in an interval I ⊂ R (see Universal Approximation Theorem for Neural
Networks [3]). They have been used with great success in solving differential equations (ref. [2]).
We will use them in the approximation of the solution to the fractional Riccati.

The general and flexible nature of Neural Networks suggests that can find applications in other
problems, for example solving other fractional differential equations, which in recent times find
various applications in modeling natural phenomena (ref. [4]).
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A. V. Kolnogorov

POISSONIAN TWO-ARMED BANDIT: BAYESIAN APPROACH1

We consider a Bayesian approach to a continuous time two-armed bandit problem, in

which incomes are described by poissonian processes. The problem is studied in a discrete

approximation. To do this, a control horizon is divided into equal consequtive half-intervals, at

which the strategy remains piece-wise constant and incomes arise in batches corresponding to

these half-intervals. For finding the piece-wise constant Bayesian strategy and corresponding

Bayesian risk, a recursive difference equation is obtained. In the limiting case as the number

of half-intervals grows infinitely, the existence of a limiting value of the Bayesian risk is

established and a partial differential equation for its determining is derived.

We consider a Bayesian approach to poissonian two-armed bandit, which is different from

presented in [1]. Poissonian two-armed bandit is a right-continuous jump-like controlled random

process {X(t), 0 ≤ t ≤ T}, which values are interpreted as incomes increasing by one at the time

points of jumps. A control is carried out using two actions. Let’s use a notation y((t, t + ε]) = ` if

on the half-interval t′ ∈ (t, t + ε], ε > 0 the action y(t′) = ` was permanently used (` = 1, 2). If

this permanent control is used then increments of the process X(t) depend on chosen actions as

follows

Pr (X(t + ε)−X(t) = i|y((t, t + ε]) = `) = p(i, ε; λ`) =
(λ`ε)

i

i!
e−λ`ε,

i = 0, 1, 2, . . . ; ` = 1, 2. The value X(t + ε) −X(t) is interpreted as a batch of incomes obtained

on the half-interval (t, t + ε]. So, a vector parameter θ = (λ1, λ2), where λ1, λ2 are intensities of

incomes’ generation, completely describes poissonian two-armed bandit. The set Θ of admissible

values of parameter is assumed to be known.

For a control, piece-wise constant strategies are used. At the start of the control both actions

are used on the half-intervals of the length t0. Then a control horizon is divided into equal half-

intervals of the length ε, on which the actions remain constant. A control strategy σ at the point

of time t, corresponding to the start of the current half-interval, determines a choice (generally

speaking, a random) of the action y((t, t + ε]) depending on the known history (X1, t1, X2, t2).
1Supported by RFBR, project number 20-01-00062.
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Here t1, t2 are current cumulative times of both actions applications (t1 + t2 = t) and X1, X2 are

corresponding cumulative incomes.

Let’s denote by X1(t), X2(t) the current values of incomes at the point of time t. If the

values of intensities λ1, λ2 were known, one should always choose the action corresponding to

the largest of them, the total expected income on the control horizon T is thus T max(λ1, λ2). The

actual expected income is less then the maximal one by the value Lε,T (σ, θ) = T max(λ1, λ2) −
Eσ,θ (X1(T ) + X2(T )), which is called the regret. By Eσ,θ we denote the mathematical expectation

computed over the measure generated by the strategy σ and the parameter θ. Here and below

the index ε highlights the usage of piece-wise constant strategies. Let’s assign a prior distribution

density µ(θ) = µ(λ1, λ2) on the set Θ. Bayesian risk computed with respect to a prior distribution

density µ(θ) is

RB
ε,T (µ) = inf

{σ}

∫

Θ

LT (σ, µ)µ(θ)dθ, (1)

corresponding optimal strategy is called a Bayesian strategy.

Theorem 1. Consider a recursive difference equation

Rε(X1, t1, X2, t2) = min(R(1)
ε (X1, t1, X2, t2), R

(2)
ε (X1, t1, X2, t2)), (2)

where

R(1)
ε (X1, t1, X2, t2) = R(2)

ε (X1, t1, X2, t2) = 0, (3)

if t1 + t2 = T and then

R
(1)
ε (X1, t1, X2, t2) = εg(1)(X1, t1, X2, t2) + T

(1)
ε Rε(X1, t1 + ε, X2, t2),

R
(2)
ε (X1, t1, X2, t2) = εg(2)(X1, t1, X2, t2) + T

(2)
ε Rε(X1, t1, X2, t2 + ε)

(4)

if 2t0 ≤ t < T . Here functions {g(`)(X1, t1, X2, t2)} and operators {T(`)
ε } are as follows

g(1)(X1, t1, X2, t2) =

∫∫

Θ

(λ2 − λ1)
+λX1

1 e−λ1t1λX2
2 e−λ2t2µ(λ1, λ2)dλ1dλ2,

g(2)(X1, t1, X2, t2) =

∫∫

Θ

(λ1 − λ2)
+λX1

1 e−λ1t1λX2
2 e−λ2t2µ(λ1, λ2)dλ1dλ2,

T
(1)
ε F (X1, t1, X2, t2) =

∞∑
j=0

F (X1 + j, t1, X2, t2)× εj

j!
,

T
(2)
ε F (X1, t1, X2, t2) =

∞∑
j=0

F (X1, t1, X2 + j, t2)× εj

j!
.

(5)

2



Bayesian strategy prescribes to choose the `th action (i.e., σ`(X1, t1, X2, t2) = 1) if

R
(`)
ε (X1, t1, X2, t2) has the smaller value (` = 1, 2). In the case of a draw R

(1)
ε (X1, t1, X2, t2) =

R
(2)
ε (X1, t1, X2, t2), the choice of the action is arbitrary. Bayesian risk (1) is

Rε,T (µ) = t0

∫∫

Θ

|λ1 − λ2|µ(λ1, λ2)dλ1dλ2 +
∞∑

X1=0

∞∑
X2=0

Rε(X1, t0, X2, t0)
tX1
0 tX2

0

X1!X2!
, (6)

and, in particular, Rε,T (µ) = Rε(0, 0, 0, 0) if t0 = 0.

In what follows, let’s assume that ε → 0. From (2)–(6) the theorem follows.

Theorem 2. A limit R(X1, t1, X2, t2) = limε→+0 Rε(X1, t1, X2, t2) exists if t1 ≥ t0, t2 ≥ t0.

This limit is bounded and satisfies Lipschitz conditions for t1, t2. A limiting Bayesian risk (1) is

RT (µ) = lim
t0→+0, ε→+0

Rε,T (µ) = lim
t0→+0

R(0, t0, 0, t0). (7)

A limit R(X1, t1, X2, t2) satisfies partial differential equation

min

(
∂R

∂t1
+ R(X1 + 1, t1, X2, t2) + g(1)(X1, t1, X2, t2),

∂R

∂t2
+ R(X1, t1, X2 + 1, t2) + g(2)(X1, t1, X2, t2)

)
= 0

(8)

with initial condition R(X1, t1, X2, t2) = 0 at t1 + t2 = T . A limiting Bayesian risk (1) is computed

according to (7). Differential equation (8) describes at the same time the evolution of the Bayesian

risk R(X1, t1, X2, t2) and also the Bayesian strategy, which prescribes to choose the `th action if

the `th term on the left-hand side of (8) has the smaller value; in the case of a draw the choice of

the action can be arbitrary.

[1] Presman, E.L. and Sonin, I.M. Sequential Control with Incomplete Information, New York:

Academic, 1990.
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The most popular path-dependent options are barrier options, which include double barrier
options. Let a stochastic process St be a model for the chosen stock price dynamics. Recall that
a double barrier option on the stock is a contract which pays the specified amount G(ST ) at the
terminal date T , provided during its lifetime, the price of the stock does not cross specified constant
barriers D from above and U from below. When at least one of the barriers is crossed, the option
expires worthless, or the option owner is entitled to some rebate.

From a probabilistic viewpoint, one can express double barrier option prices in terms of condi-
tional expectation on a payoff function that depends on the underlying stochastic process and its
extrema. Notice that the known results on pricing double barrier options are rather limited. In
analytical terms, the option pricing problem under consideration leads to a matrix Wiener-Hopf
factorization (see details in [3]), which is not analytically available yet. To treat the problem in
general case numerically, one should apply the Laplace transform (or the Carr’s randomization),
then solve two coupled complex integrodifferential equations that require complicated approximate
formulas for the Wiener-Hopf factors. The overview of the existing numerical methods can be
found in [2, 5, 6, 8, 11, 9, 12, 10]. Therefore, pricing double barrier options in exponential Lévy
models remains a computational challenge.

In the paper [10], the author suggested a new approach for pricing exotic options with a payoff
depending on the infimum and supremum of Lévy processes at expiry. The method suggested makes
it easy to implement such a sophisticated tool as the Wiener-Hopf factorization for general Lévy
models with jumps of finite variation. The goal of the current paper is to extend the approach from
[10] to pure non-Gaussian Lévy processes with jumps of unbounded variation. The main advantage
of the method is applying semi-explicit Wiener-Hopf factorization formulas.

A Lévy process is a stochastically continuous process with stationary independent increments
(for general definitions, see, e.g., [4]). A Lévy model may have a Gaussian component and pure
jump component. A Lévy process Xt can be completely specified by its characteristic exponent, ψ,
definable from the equality E[eiξX(t)] = e−tψ(ξ) (we confine ourselves to the one-dimensional case).

The Lévy-Khintchine formula gives the characteristic exponent of a pure non-Gaussian Lévy
process:

−iγξ +

∫
R

(1− eiξx + iξx1[−1,1](x))Π(dx), (1)

where γ ∈ R is the drift, 1A is the indicator function of the set A, and the Lévy measure Π(dx)

∗Corresponding author
Email address: koe@donrta.ru (Oleg Kudryavtsev)



satisfies
∫
R min{1, x2}Π(dx) < +∞. If the condition∫

R
min{1, |x|}Π(dx) < +∞. (2)

does not hold, then the Lévy process Xt is of unbounded variation.
Let T,K,D,U be the maturity, strike, the lower barrier, and the upper barrier, and the stock

price St = DeXt be an exponential Lévy process under a chosen risk-neutral measure which is
pure non-Gaussian with jumps of unbounded variation. Without loss of generality, we confine
ourselves to a double barrier put option. Set the riskless rate and the dividend rate equal to r
and d, respectively. We consider an approach to pricing continuously monitored double barrier put
options without rebate under a Lévy process with the characteristic exponent (1) that does not
satisfies (2).

Let us introduce h = lnU/D. Then the payoff at maturity is 1(0,h)(XT )G(XT ), where G(x) =
(K − Dex)+, and the no-arbitrage price of the double barrier put option at the beginning of a
period under consideration (t = 0) and Xt = x with x ∈ (0, h) given by

V (T, x) = Ex
[
e−rT1XT>01XT<h

G(XT )
]
, (3)

where T is the final date, Xt = inf0≤s≤tXt and Xt = sup0≤s≤tXt are the infimum and the
supremum of the process Xt, respectively. The short-hand notation Ex[·] means that we take the
expectation conditioned on the event X0 = X0 = X0 = x.

Theorem 1. Let N be a sufficiently large natural number. Set q = T/N , v0(q, x) = G(x)1(0,h)(x),
and for n = 1, 2, . . . define

vn(q, x) = Ex
[
vn−1(q,XTq+r)

(1 + r/q)
1XTq+r

>01XTq+r
<h

]
, (4)

where the random time Tq+r ∼ Exp (q + r).
For a fixed x, vN (N/T, x) converges to V (T, x) as N → +∞.

We prove Theorem 1 by using Laplace transform techniques and Post-Widder approximate
formula. Thus, we need a method to compute efficiently the right hand side of (4).

The new approach to calculating (4) requires the following steps. The key idea behind the
method is to represent the process Xt as the sum of spectrally positive jumps X+

t with a non-
negative drift and spectrally negative jumps X−

t with a non-positive drift: Xt = X+
t +X−

t .
Let X+,1

t and X+,2
t be Lévy processes with the same characteristic exponent, i.e. X+,1

t ∼
X+
t and X+,2

t ∼ X+
t . Due to the property of increments of a Lévy process to be stationary

independent and characteristics of the supremum and infimum processes, we conclude that Xt and

Yt(= X+,1
t/2 +X

+,1
t/2 +X

−
t +X−

t +X+,2
t/2 +X

+,2
t/2 ) are identically distributed.

Let a natural number N be sufficiently large and q = N/T . Since the randomized time Tq+r
converges in mean square sense to 0 as N → +∞, we may approximate XTq+r in (4) with YTq+r .
Notice that Tq+r/2 is also an exponentially distributed random variable but with the intensity
parameter equal to 2(q + r). We show that X+

T2(q+r)
and X−

Tq+r
admit semi-explicit Wiener-Hopf

factorizations.



Theorem 2. Let q > 0 be sufficiently large. Then for a fixed ξ ∈ R

E[eiξX(Tq)]− E[eiξY (Tq)] ∼ O(q−2) as q → +∞.

Based on Theorem 2 we suggest the following numerical procedure for computation of (4).

Theorem 3. Let a natural number N be sufficiently large and q = N/T . Introduce the following
operators:

E++u(x) = E[u(x+X
+
Tq+r/2)], E

+
−u(x) = E[u(x+X

−
Tq+r

)];

E−+u(x) = Ex[u(X+
Tq+r/2

)], E−−u(x) = Ex[u(X−
Tq+r

)].

One may approximate vn(q, x) in (4) as follows:

vn(q, x) =
1(0,h)(x)

(1 + r/q)
E+−1(0,h)E++E+−1(0,h)E−−E−+1(0,h)E++vn−1(q, x) +O(q−2) as q → +∞.

The operators E++ , E+− , E−+ and E−− can be efficiently implemented by using the Fast Fourier
Transform (FFT) for real-valued functions (see e.g. [11]).

In the paper, we suggested a new approach for pricing exotic options with a payoff depending
on the infimum and supremum of Lévy processes at expiry. The method suggested makes it easy
to implement such a sophisticated tool as the Wiener-Hopf factorization for general Lévy models
with jumps of unbounded variation.
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A new approach to the series expansion of iterated Stratonovich stochastic
integrals of arbitrary multiplicity with respect to components of the

multidimensional Wiener process
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The work is devoted to a new approach to the series expansion of iterated Stratonovich stochastic
integrals with respect to components of the multidimensional Wiener process. This approach is based
on multiple Fourier–Legendre series as well as multiple trigonometric Fourier series. The theorem on
the mean-square convergent expansion for the iterated Stratonovich stochastic integrals of arbitrary
multiplicity is formulated and proved under the condition of convergence of trace series. This condition
has been verified for integrals of multiplicities 2 to 5 and complete orthonormal systems of Legendre
polynomials and trigonometric functions in Hilbert space. The Hu–Meyer formula [1] and multiple
Wiener–Itô stochastic integral [2] were used in the proof of the mentioned theorem. The rate of
mean-square convergence of the obtained expansions is found. The mentioned results can be applied
to the numerical integration of Itô stochastic differential equations with non-commutative noise in
the framework of the approach based on the Taylor–Stratonovich expansion.

Let (Ω, F, P) be a complete probability space, let {Fτ , τ ∈ [0, T ]} be a nondecreasing right-
continous family of σ-algebras of F, and let Wτ be a standard m-dimensional Wiener stochastic

process, which is Fτ -measurable for any τ ∈ [0, T ]. We assume that the components W
(i)
τ (i =

1, . . . ,m) of this process are independent.
Consider the unordered set {1, 2, . . . , k} and separate it into two parts: the first part consists of

r unordered pairs (sequence order of these pairs is also unimportant) and the second one consists of
the remaining k − 2r numbers. So, we have

(1) ({{g1, g2}, . . . , {g2r−1, g2r}
︸ ︷︷ ︸

part 1

}, {q1, . . . , qk−2r
︸ ︷︷ ︸

part 2

}),

where {g1, g2, . . . , g2r−1, g2r, q1, . . . , qk−2r} = {1, 2, . . . , k}, braces mean an unordered set, and paren-
theses mean an ordered set.

Consider the Fourier coefficient

(2) Cjk...j1 =

T∫

t

ψk(tk)φjk(tk) . . .

t2∫

t

ψ1(t1)φj1 (t1)dt1 . . . dtk

corresponding to the function K(t1, . . . , tk) = ψ1(t1) . . . ψk(tk)1{t1<...<tk}, t1, . . . , tk ∈ [t, T ], k ≥
2 and K(t1) = ψ1(t1), t1 ∈ [t, T ]. Here ψ1(τ), . . . , ψk(τ) : [t, T ] → R are nonrandom functions,
{φj(x)}∞j=0 is a complete orthonormal system of functions in the space L2([t, T ]), j1, . . . , jk = 0, 1, . . . ,

1A denotes the indicator of the set A. At that we suppose φ0(x) = 1/
√
T − t. Here and further, we

assume that 0 ≤ t < T <∞.
Denote

Cjk...jl+1jljljl−2...j1

∣
∣
∣
∣
(jljl)y(·)

def
=

T∫

t

ψk(tk)φjk(tk) . . .

tl+2∫

t

ψl+1(tl+1)φjl+1
(tl+1)

tl+1∫

t

ψl(tl)ψl−1(tl)×

(3) ×
tl∫

t

ψl−2(tl−2)φjl−2
(tl−2) . . .

t2∫

t

ψ1(t1)φj1(t1)dt1 . . . dtl−2dtltl+1 . . . dtk,

i.e. Cjk...jl+1jljljl−2...j1 |(jljl)y(·) is again the Fourier coefficient of type Cjk...j1 but with a new shorter

multi-index jk . . . jl+10jl−2 . . . j1 and new weight functions ψ1(τ), . . . , ψl−2(τ),
√
T − tψl−1(τ)ψl(τ),
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ψl+1(τ), . . . , ψk(τ) (also we suppose that {l, l− 1} is one of the pairs {g1, g2}, . . . , {g2r−1, g2r} from
the relation (1)).

Denote

C̄
(p)
jk...jq...j1

∣
∣
∣
∣
q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r

def
=

∞∑

jg2r−1
=p+1

∞∑

jg2r−3
=p+1

. . .

∞∑

jg3=p+1

∞∑

jg1=p+1

Cjk...j1

∣
∣
∣
∣
jg1=jg2 ,...,jg2r−1

=jg2r

,

Sl

{

C̄
(p)
jk...jq ...j1

∣
∣
∣
∣
q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r

}

def
=

1

2
1{g2l=g2l−1+1}

∞∑

jg2r−1
=p+1

∞∑

jg2r−3
=p+1

. . .

. . .

∞∑

jg2l+1
=p+1

∞∑

jg2l−3
=p+1

. . .

∞∑

jg3=p+1

∞∑

jg1=p+1

Cjk...j1

∣
∣
∣
∣
(jg2l jg2l−1

)y(·),jg1=jg2 ,...,jg2r−1
=jg2r

.

Note that the operation Sl (l = 1, 2, . . . , r) acts on the value C̄
(p)
jk...jq ...j1

|q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r as follows:

Sl multiplies C̄
(p)
jk...jq...j1

|q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r by 1{g2l=g2l−1+1}/2, removes the summation with respect

to jg2l−1
, and replaces Cjk...j1 |jg1=jg2 ,...,jg2r−1

=jg2r
with Cjk...j1 |(jg2l jg2l−1

)y(·),jg1=jg2 ,...,jg2r−1
=jg2r

. At

that we write Cjk...j1 |(jg1 jg2 )y(·),jg1=jg2
= Cjk...j1 |(jg1 jg1 )y(·),jg1=jg2

.

The action of superposition SlSm on C̄
(p)
jk...jq...j1

|q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r is obvious. For example, for r = 3

S3S1

{

C̄
(p)
jk...jq ...j1

∣
∣
∣
∣
q 6=g1,g2,...,g5,g6

}

=

=
1

22
1{g6=g5+1}1{g2=g1+1}

∞∑

jg3=p+1

Cjk...j1

∣
∣
∣
∣
∣
(jg2 jg1 )y(·)(jg6 jg5 )y(·),jg1=jg2 ,jg3=jg4 ,jg5=jg6

.

Theorem 1 [3] (Sect. 2.10). Assume that the continuously differentiable functions ψl(τ) (l =
1, . . . , k) and the complete orthonormal system {φj(x)}∞j=0 of continuous functions (φ0(x) = 1/

√
T − t)

in the space L2([t, T ]) are such that the following conditions are satisfied:
1. The equality

(4)
1

2

s∫

t

Φ1(τ)Φ2(τ)dτ =

∞∑

j=0

s∫

t

Φ2(τ)φj(τ)

τ∫

t

Φ1(θ)φj(θ)dθdτ

holds for all s ∈ (t, T ], where the nonrandom functions Φ1(τ), Φ2(τ) are continuously differentiable

on [t, T ] and the series on the right-hand side of (4) converges absolutely.

2. The estimates
∣
∣
∣
∣
∣
∣

s∫

t

φj(τ)Φ1(τ)dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T∫

s

φj(τ)Φ2(τ)dτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ Ψ1(s)

j1/2+α
,

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

j=p+1

s∫

t

Φ2(τ)φj(τ)

τ∫

t

Φ1(θ)φj(θ)dθdτ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ Ψ2(s)

pβ

hold for all s ∈ (t, T ) and for some α, β > 0, where Φ1(τ), Φ2(τ) are continuously differentiable

nonrandom functions on [t, T ], j, p ∈ N, and

T∫

t

Ψ2
1(τ)dτ <∞,

T∫

t

|Ψ2(τ)|dτ <∞.

3. The condition

lim
p→∞

p
∑

j1,...,jq ,...,jk=0

q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r

(

Sl1Sl2 . . . Sld

{

C̄
(p)
jk ...jq...j1

∣
∣
∣
∣
q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r

})2

= 0
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holds for all possible g1, g2, . . . , g2r−1, g2r (see (1)) and l1, l2, . . . , ld such that l1, l2, . . . , ld ∈ {1, 2, . . . ,
r}, l1 > l2 > . . . > ld, d = 0, 1, 2, . . . , r − 1, where r = 1, 2, . . . , [k/2] and

Sl1Sl2 . . . Sld

{

C̄
(p)
jk...jq...j1

∣
∣
∣
∣
q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r

}

def
= C̄

(p)
jk...jq...j1

∣
∣
∣
∣
q 6=g1,g2,...,g2r−1,g2r

for d = 0.

Then, for the iterated Stratonovich stochastic integral of arbitrary multiplicity k

(5) J∗[ψ(k)]
(i1...ik)
T,t =

T∫

t

ψk(tk) . . .

t2∫

t

ψ1(t1) ◦ dW(i1)
t1 . . . ◦ dW(ik)

tk

the following expansion

(6) J∗[ψ(k)]
(i1...ik)
T,t = l.i.m.

p→∞

p
∑

j1,...,jk=0

Cjk...j1ζ
(i1)
j1

. . . ζ
(ik)
jk

that converges in the mean-square sense is valid, where Cjk...j1 is the Fourier coefficient defined by

(2), l.i.m. is a limit in the mean-square sense, i1, . . . , ik = 0, 1, . . . ,m,

ζ
(i)
j =

T∫

t

φj(τ)dW
(i)
τ

are independent standard Gaussian random variables for various i or j (in the case when i 6= 0),

dW
(i)
τ and ◦dW(i)

τ (i = 0, 1, . . . ,m) are Itô and Stratonovich differentials, respectively; W
(0)
τ

def
= τ.

The following theorem is proved [3] on the base of Theorem 1.

Theorem 2 [3] (Sect. 2.11–2.15). Suppose that {φj(x)}∞j=0 is a complete orthonormal system of

Legendre polynomials or trigonometric functions in the space L2([t, T ]). Furthermore, let ψ1(τ), . . . ,
ψ5(τ) are continuously differentiable nonrandom functions on [t, T ]. Then, for the iterated Stratono-

vich stochastic integral J∗[ψ(k)]
(i1...ik)
T,t (k = 3, 4, 5) defined by (5) the following relations

(7) J∗[ψ(k)]
(i1...ik)
T,t = l.i.m.

p→∞

p
∑

j1,...,jk=0

Cjk...j1ζ
(i1)
j1

. . . ζ
(ik)
jk

,

(8) M



J∗[ψ(k)]
(i1...ik)
T,t −

p
∑

j1,...,jk=0

Cjk ...j1ζ
(i1)
j1

. . . ζ
(ik)
jk





2

≤ C

p1−ε

are fulfilled, where i1, . . . , ik = 0, 1, . . . ,m in (7) and i1, . . . , ik = 1, . . . ,m in (8), constant C is

independent of p, ε is an arbitrary small positive real number for the case k = 4, 5 (polynomial

case) and ε = 0 for the case k = 3 (polynomial and trigonometric cases) or for the case k = 4, 5
(trigonometric case), Cjk...j1 is the Fourier coefficient defined by (2), another notations are the same

as in Theorem 1.

Note that (7), (8) are also valid for the case k = 1 with ε = 0 (see Theorems 1.1, 1.16 and Remark
1.7 [3]). The case k = 2 of Theorem 2 as well as some narrow special cases of Theorem 2 for k = 3, 4
were considered earlier in [3] (Chapter 2).

An expansion similar to (6) (without estimating the rate of mean-square convergence) was obtained
in [4] using a different approach.

The expansion (6) for the narrow particular case i1 = . . . = ik 6= 0 can be obtained under the
condition of convergence of limiting traces [5] (Theorem 5.1), [6] (Theorem 4.1), [1] (Remark 1.5.7,
Proposition 4.1.2) (the definition of limiting traces can be found in [6]).
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At present, reliability issues in the design of machines and mechanisms require more and 

more complete consideration of the dynamic phenomena that take place in the designed objects. 

The widespread use in technology of mechanical objects with moving boundaries necessitates 

the development of methods for their calculation. The problem of oscillations of systems with 

moving boundaries is related to obtaining solutions to integro-differential and partial differential 

equations in time-variable domains [1-10]. Such tasks are currently not well understood. Their 

peculiarity is the difficulty in using the known methods of mathematical physics, suitable for 

problems with fixed boundaries. The complexity of the solutions obtained is explained by the 

fact that up to now there has not been a sufficiently general approach to the analysis of the 

features of the dynamics of such systems. In connection with the danger of resonance, the study 

of forced oscillations is of great importance here. Attempts to investigate this process have been 

made, but the results obtained are limited mainly by a qualitative description of dynamic 

phenomena [1–4]. In addition, it is recognized that deterministic modeling of systems cannot be 

adequate for some types of problems, so it is necessary to switch to probabilistic-statistical, 

where there are random variables, stochastic fluctuations. When solving here, mainly 

approximate methods are used [5–9], since obtaining exact solutions is possible only in the 

simplest cases [10]. 

If the damping of transverse vibrations is mainly due to the action of external damping 

forces, then in the case of longitudinal vibrations, the damping is mainly affected by elastic 

imperfections in the material of the vibrating object [5-10]. The study of viscoelasticity includes 

the analysis of the stochastic stability of stochastic viscoelastic systems, their reliability, etc. The 

paper considers stochastic linear longitudinal oscillations of a viscoelastic rope with moving 

boundaries, taking into account the influence of damping forces. The case of a difference kernel 

makes it possible to reduce the problem of analyzing a system of stochastic integro-differential 

equations to the study of a system of stochastic differential equations. To estimate the expansion 

coefficients, it is proposed to apply the statistical numerical Monte Carlo method [11]. 

The differential equation describing the longitudinal vibrations of the rope (viscoelasticity 

is taken into account based on the Voigt hypothesis) has the form [7, 10] 

2

0

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ).

t

tt t xx xx xxtU x t U x t a U x t K t U x d U x t f x t    
 

+ − − − + = 
 

       (1) 

Border conditions  

0 0 0( , ) 0; ( , ) 0.U v t t U v t l t= + =                                              (2) 

Initial conditions 

1( ,0) ( ); ( ,0) 0.tU x U x U x= =                                               (3) 



In problem (1) - (3) it is indicated: ( , )U x t  – longitudinal displacement of the rope point 

with coordinate  x at time t; 2 /a E = −  velocity of wave propagation in the rope,  E −  

modulus of elasticity of the rope material,  −  linear mass density;  −  resistance force of the 

medium acting per unit length of the rope, proportional to the speed of movement;  −  a small 

parameter that takes into account viscoelasticity; 0 0v t l+ – the law of motion of the rope 

boundary; ( , )f x t −  a function that characterizes an external disturbance; −)(zK  relaxation 

core. 

Let's introduce new variables that stop the bounds: 

0 0 0( ) / ; / ;x v t l at l = − =    ).,(),( VtxU =  

After transformations, we get: 
2

0 1( , ) 2 ( , ) (1 ) ( , ) 2 ( , ) 2 ( , )

1 1
( ( )) ( , ( ) ) ( , ) ( , ) ( , );

v

V vV v V k V k V

d K d V d V V F
v
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− − − − + −

 
− − − − + + − = 

 
       (4)

 

(0, ) 0; (1, ) 0;V V = =                                                        (5) 

1( ,0) ( ); ( ,0) 0.V V V  = =                                                    (6) 

Here    
2 20 0

0 0 1

0

; ; ; ; ; ( , ) ( , ).
v l

v d k l k d F d f x t
a v d


     = = = = = =  

The function ( , )F   can be represented as 

( )
1

( , ) ( )sin , .n n n

n

F F n      


=

= =                                            (7) 

Theorem 1. The solution to problem (4)–(6) can be given as a string 

( )
1

( , ) ( )sin .n n

n

V V    


=

=                                                        (8) 

Substituting (7), (8) into (4), after transformations, we obtain the system of equations 
1

2 2 2 2

1

1
( ) 2 ( ) (1 ) ( ) ( ( )) ( ) ( )n n n n n n n nV k V v V d K d V d F

v 




            



   
+ + + − + − − − + =   
   

      (9) 

with initial conditions  

( )
1

1

0

(0) 2 ( )sin ; (0) 0.n n nV V d V


   = =                                            (10) 

We accept the initial conditions and the external load as random, representing the sum of 

sinusoids with random amplitudes, denoting them ( )V   and ( , )F    respectively. In this case, 

the oscillations will be random, and equations (9) form a system of random integro-differential 

equations
 

1

2 2 2 2

1

1
( ) 2 ( ) (1 ) ( ) ( ( )) ( ) ( );n n n n n n n nV k V v V d K d V d F

v 




            



   
+ + + − + − − − + =   
   

  (11) 

( )
1

1

0

(0) 2 ( )sin ; (0) 0.n n nV V d V


   = =                                         (12) 

Characteristics of random variables - mathematical expectation, variance and covariance, 

have the following form: 



( ) ( ) ( )
1

( , ) ( ) sin ;n n

n

M V M V    


=

=                                       (13) 

( ) ( ) ( ) ( ),

, 1

( , ) sin sin ;n k n k

n k

D V D      


=

=                                    (14) 

( ) ( ) ( ) ( ),

, 1

( , , , ) , sin sin .n k n k

n k

C V C         


=

=                               (15) 

To find the characteristics (13) - (15) of stochastic linear longitudinal oscillations of a 

viscoelastic rope, it is necessary to obtain statistical estimates for the solution of a system of 

random integro-differential equations (11). To do this, the relaxation kernel ( )K z  can be taken 

in exponential form with a random component: 

1

( , ) ( , ) ,j

N
z

jb
j

K z K z b c e





−

=
=

= =                                          (16) 

where jc R+ , j  – is a possible value of a positive random variable .jb  

Denote the dependence of ( , )V    and ( )nV 
 
on the random vector b  as ( , , )V b   and

( , )nV b , respectively. By changing the variable 

1
1

( , ) ( ) , )jd

nj nu b e V b d
v

 



    
−  

= − + 
 

                                       (17) 

the system of random integro-differential equations (11) is transformed into a system of random 

differential equations of the form 

2 2 2 2

1

1

( , ) 2 ( , ) (1 ) ( , ) ( , ) ( ).j

N
b d

n n n n n n j nj n

j

V b k V b v V b d c e u b F
 


       

 =

 
+ + + − + = 
 

     (18) 

The initial conditions will look like  

( )
1

1

0

(0, ) 2 ( )sin ; (0, ) 0; (0, ) 0.n n n njV b V d V b u b


   = = =
                   

 (19) 

The study of the system (18) - (19) is possible using the statistical numerical Monte Carlo 

method [11-13]. 
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Litvinov V.N., Gracheva N.N., Rudenko N.B. (Don State Technical University,
Rostov-on-Don; Azov-Black Sea Engineering Academy, Zernograd, Russia). Probabilistic
estimates for solving grid equations on heterogeneous computing systems.

Solving problems of mathematical physics using implicit schemes is reduced to solving
systems of linear algebraic equations (SLAE) of high dimension (109 and more). Placing
all the necessary data in RAM and e�cient software implementation of the developed
numerical methods are possible only with the use of modern high-performance computing
systems built on the basis of a heterogeneous architecture. Estimation of the solution
time for grid equations is of a probabilistic nature. This is due to the peculiarities of the
functioning of complex hardware and software complex in multi-threaded mode and data
caching algorithms.

The aim of the study is to determine the functional dependences of the calculation
time of the SLAE by the modi�ed alternating-triangular iterative method (MATM) on the
dimension of fragments of a uniform three-dimensional computational grid. Research was
carried out for the most time-consuming stages of solving grid equations by the MPTM
method, including the solution of SLAEs with lower and upper triangular matrices [1].

The �rst experiment was carried out on the K-60 computing cluster of the Keldysh
Institute of Applied Mathematics. As a result, the dependence of the data transfer time
between the computing nodes of the cluster Tnn on the number of transmitted elements Nel

is determined
Tnn = 13.57 + 6.03 ·Nel · 10−3. (1)

The coe�cient of determination of the regression equation was 0.8.
In the second experiment, the calculation time for one fragment of the computational

grid was measured by the MATM method with a di�erent number of parallel �ows. The
number of streams varied from 1 to 32. For 32 streams, the statistical characteristics of the
experimental data were obtained: the minimum value is 4096 us, the maximum value is 4188
us, the average value is 4143.9 us, the 90th percentile is 4170 us, the variance is 696, 29 us2,
standard deviation is 26.39 us. According to experimental data, the least square deviation
was obtained when calculating one fragment by 32 parallel streams, equal to 26.39 us.

As a result of the third experiment, a regression equation was obtained, which makes it
possible to determine the calculation time by the MATM method on a graphics accelerator.

TGPU = a− b · Y − c · ln(k)− d · ln(Y ), (2)

where k is the ratio of the number of �ows along the Ox axis to the number of �ows along
the Oz axis, Y - number of grid nodes along the Oy axis. The coe�cient of determination
was 0.86; a = 26; b = 0.0002; c = 0.16; d = 0.77.

Among the results of the study is the following theorem.
Theorem 1. The calculation time for the step of solving a SLAE with a lower triangular

matrix by the MATM is determined by the formula Tmatm =
Ns∑
s=1

max(Ts), where s, Ns

are the step number and the number of steps of the parallel-pipeline computing process,

respectively; Ts - a vector containing the values of the time spent on computing fragments

of the computational grid by all calculators at step s .
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Random regular flows of classical strings

Malyshev V. A., Zamyatin A. A.

The Model Consider the set X∞ = X∞(N.L) of infinite periodic sequences of point particle coordinates on
the real axis R

... < x−1 < x0 < x1 < ... < xN−1 < xN < ..., (1)

where periodic means that xk+N = xk + L for any k, some fixed real L > 0 and integer N > 0. Masses are
assumed to be 1.

Each particle collides with some external particle of small mass at random moments of time. Namely,
we suppose, that at the random moments τk,l, where τk,1 < τk,2 < ...τk,l..., k−th particle collides with a
particle of mass m < 1 and velocity u. Let σk,l = τk,l+1 − τk,l > 0 be independent exponentially distributed
random variables. After a collision the velocity of the particle changes, according to the laws of conservation of
momentum and energy, as follows:

v(τk,l) = bv(τk,l−) + (1− b)u, b =
1−m
1 +m

We assume that between collisions the dynamics is deterministic and is defined by Newton’s equations

ẍk = ω2(xk+1 − 2xk + xk−1) + fk, (2)

with external (driving) forces fk ≡ f = const, and formal interaction potential energy

U =
ω2

2

∑
(xk+1 − xk −

L

N
)2, (3)

In periodic case initial conditions (and the dynamics itselth) are in fact finite dimensional - one can assume
that at time 0 there are exactly N point particles 0, 1, ..., N − 1 with velocities v0(0), ..., vN−1(0) coordinates
inside [0, L):

0 = x0(0) < x1(0) < ... < xN−1(0) < xN (0) = L, (4)

Let x(N)
k (t) be the position of k−th particle at time t. The defined random process (x

(N)
0 (t), x

(N)
1 (t), ..., x

(N)
N−1(t))

is a piecewise-deterministic continuous time Markov process with trajectories continuous from the right.
Let ω = ω0N. We shall assume, that ε = Eσ1,1 → 0, such that 2m

ε → α > 0 for some constant α and
εN → 0.

Regularity conditions We call the dynamics regular (without collisions) if it cannot occur that xk+1(t) =
xk(t) for some k and t ≥ 0. In regular dynamics the order of particles is conserved. We shall say that periodic
initial conditions have “almost smooth profiles” if the following two conditions hold:

1) there exist smooth enough periodic functions X(x), V (x)) with period L, where X(x) > 0 for any x ∈ R,
and ∫ L

0

X(u)du = L,

∫ L

0

V (u)du = 0 (5)

2) for some constants C1 > 0, C2 > 0

|x(N)
k+1(0)− x(N)

k (0)− L

N
X(

kL

N
)| <

C1

N2
, |ẋ(N)

k+1(0)− ẋ(N)
k (0)− L

N
V (

kL

N
)| <

C2

N2
(6)

uniformly in k.
Define constants

c1 = L

∫ L

0

|d
2X

du2
(u)|du, c2 = L

∫ L

0

|d
2V

du2
(u)|du, (7)

In some sense c1, c2 define fluctuations of the “profile”. We will need also the constant

γ = γ(X,V, α, ω0, C1, C2, c1, c2) = (1 +
α

8ω0
)(2c1 + C1L

−1) +
2c2 + C2L

−1

4ω0
> 0 (8)

1



Let Ω
(0)
N (δ) ⊂ R2N , 0 < δ < 1, be a set of “almost smooth” initial conditions x(N)

k (0), ẋ
(N)
k (0), k = 0, ..., N − 1,

with additional condition that γ(X,V ) < δ, and ΩN (δ) be the domain of RN = {(x0, ..., xN−1)}, defined for
some 0 < δ < 1 by the estimates

|xk+1 − xk −
L

N
| < Lδ

N
for all k.

Theorem 1 Let initially the system belong to Ω
(0)
N (δ) for some 0 < δ < 1. Then with probability 1 it stays in

ΩN (δ) for all t ≥ 0, that is

|x(N)
k+1(t)− x(N)

k (t)− L

N
| < Lδ

N
for all k, t.

It follows that with probability 1 particles conserve the initial order at any time t > 0.

Convergence to regular continuum mechanics Let x(N)
k (t) be the position of k−th particle at time t.

With each point x ∈ R we associate the particle with number k(x,N) such that

x
(N)
k(x,N)(0) ≤ x < x

(N)
k(x,N)+1(0)

Theorem 2 We have
1)For any T > 0 uniformly in t ∈ [0, T ] and in x ∈ R there exists the limit almost surely

lim
N→∞,ε→0

x
(N)
k(x,N)(t) = Y (t, x) ∈ R (9)

where function Y (t, x) satisfies the condition Y (t, x+ L) = Y (t, x) + L for any x ∈ R.
2) Moreover, Y (t, x) : R→ R is differentiable in x and t and strictly increasing in x for each fixed t. So it

is a diffeomorphism of R for any t .

The function Y (t, x) ∈ R will be called the trajectory of the continuous media particle which is initially at
point x ∈ R.

Conservation law, Euler equation and pressure For given N define the distribution function on [0, L)

F (N)(t, y) =
1

N
]{k ∈ {0, 1, ..., N − 1} : π(xk(t)) ≤ y}, y ∈ [0, L)

where π(x) = x, mod L. One can prove that uniformly in y ∈ [0, L) and in t ∈ [0, T ], for any T <∞, we have
almost surely

lim
N→∞,ε→0

F (N)(t, y) = F (t, y), y ∈ [0, L),

where ε→ 0,m→ 0,N →∞, such that 2m
ε → α, εN → 0 and F (t, y) is twice differentiable in y and t.

Define the density of “the number of continuum media particles” as

ρ(t, y) =
dF (t, y)

dy
, y ∈ [0, L) (10)

As the particles do not collide, then one can unambiguously define the function u(t, y) as the speed of the
(unique) particle situated at time t at the point y.

Theorem 3 Denote ω1 = ω0L. For any t > 0, y ∈ [0, L) we have :

∂ρ(t, y)

∂t
+

d

dy
(u(t, y)ρ(t, y)) = 0 (11)

∂u(t, y)

∂t
+ u(t, y)

∂u(t, y)

∂y
+ αu(t, y)− f = −ω

2
1ρy(t, y)

ρ3(t, y)
=

1

ρ(t, y)

d

dy

ω2
1

ρ(t, y)
= −py(t, y)

ρ(t, y)
(12)

where p(t, y) is called pressure and is defined as follows:

p(t, y) = − ω2
1

ρ(t, y)
+ C (13)

and C is a constant.
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G. Martynov (IITP RAS) Cramér-von Mises test for parametric
dictribution family 1

0. Introduction. LetXn = {X1,X2, ...,Xn} be the sample from the r.v.
with the distribution function F(x), x ∈ R1.We will test the hypothesis
H0 : F(x) ∈ G = {G(x,θ), θ ∈ Rk}, where θ is an unknown vector of
parameters. We will consider the Cramér-von Mises statistic

ω2
n(θ̂n) = n

∫ ∞
−∞

(Fn(x)−G(x, θ̂n))2 dG(x, θ̂n) ≡ n
∫ 1

0
(F̂n(t)− t)2dt,

where θ̂n is the maximum likelihood estimator of θ, Fn(x) and F̂n(t)
are the empirical distribution functions, based on the samples Xn and
T n = G(Xn, θ̂n), correspondingly. Under some regularity conditions,

ω2
n(θ̂n) →d ω

2(θ0) =
∫ 1

0
ξ2(t,θ0)dt, (1)

where ξ(t,θ0) is the Gaussian process with zero mean and with some
covariance function K(t,τ,θ0). It follows that in the general case, the
distribution of the Cramér-von Mises statistic may depend on all un-
known parameters or on their part.

It is well known that the empirical process does not depend on
unknown parameter θ0 for the family of the form (see [1, 4])

G = {G((x −θ1)/θ2), −∞ < x <∞, θ2 > 0}.

Another class of the distribution family proposed in [6] is

R = {R((x/β)α), α > 0, β > 0,x ∈ [0,∞)}.

Both of these families are closely interconnected. Here wewant to con-
sider the two cases when the distribution of theω2(θ0) depends on the
parameters. One of the methods for calculating the asymptotic dis-
tributions of the statistics under consideration is also discussed.The
alternative method for testing such hypotheses is set out in [5].

1. Gamma distribution family. Asymptotic distribution of the
Cramér-von Mises statistic for the gamma distribution family

G(x; θ,κ) =
Γ (κ,x/θ)
Γ (κ)

≡H
( x
θ
, κ

)
, −∞ < x <∞, θ > 0, κ > 0,

depends on one unknown parameter κ. This follows from the theorem
below.

1e-mail: martynov@iitp.ru, magevl@gmail.com
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Figure 1. Asymptotic upper critical levels of the Cramér-von Mises statistic for gamma
distribution family

Theorem1. The covariance function of the corresponding to the gamma
distribution family asymptotic empirical process can be represented as fol-
low

K(t,τ ; κ) = min(t,τ)− tτ −C(κ) (e−uuκW (v,κ) +κW (u,κ)W (v,κ)

+e−vvκW (u,κ)− e−(u+v)(uv)κψ′(κ)
) ∣∣∣u=H−1(t,κ), v=H−1(τ,κ),

C(κ) = 1/(Γ (κ)2(κψ′(κ)− 1)),

W (z,κ) =
zκ

κ2 2F2 ({κ,κ}, {1+κ,1+κ};−z) + (Γ (κ,z)− Γ (κ)) (lnz −ψ(κ)) ,
2F2(·) is a generalized hypergeometric function, Γ (κ,z) is the upper in-

complete gamma function, ψ(z) is the digamma function.
A detailed five-digit table was calculated, on the basis of which

table 1 was drawn. The independence of the distribution of statistics
in question in this section of κ was briefly noted in [7].)

2. Family of exponentiated distribution function. The exponen-
tiated exponential distribution F(x; t,κ) = (1 − ex/t)κ, κ > 0, t > 0 was
introduced by [3]. This definition can be generalized to the form ex-
ponentiated distribution function

F(x; t,κ) = Gκ
(x
t

)
, κ > 0, t > 0,

where G(·) is a continuous distribution function. The asymptotic dis-
tribution of the Cramér-von Mises statistic for such a family depends
generally on two parameters.

3. Approximation of the integral of a squared Gaussian process.
Here we present an effective method of calculating the distributions
of integrals from squared Gaussian processes [2]. The integral in (1)
will be approximated by the sum as follows

ω2 =
∫ 1

0
ξ2(t)dt ≈

m∑
i=1

ξ2(ti),

2



where ξ(t) is the Gaussian process with zero mean and a covariance
function K(t,τ). Here, we are interested in the Darboux sums, when
ai = 1/m. We will use in the sequence the following notation:

A(t,τ) = 2K2(t,τ), ti = τi = (i − 1/2)/m,

Ak,l(τ) = lim
t↑τ

∂k+l

∂tk∂τ l
A(t,τ), A

k,l
(τ) = lim

t↓τ

∂k+l

∂tk∂τ l
A(t,τ).

Theorem 2. Let there exist all derivatives up to forth order from the
function A(t,τ) on {0 ≤ t,τ ≤ 1, t , τ} and the derivatives are uniformly
bounded on this square without the diagonal. Then the variance Dεm can
be represented asymptotically in the form

Dεm =
c2
m2 +O

( 1
m4

)
, c2 =

1
12

∫ 1

0

(
A1,0(t)−A1,0

(t)
)
dt.

This approximation was applied to the calculation of the above
table. First, the eigenvalues λi , i = 1, ...,m of the matrix (K(ti,j , i, j ∈
(1, ...m)) are calculated. Then these values are substituted in the Smirnov
formula to calculate the distributions of quadratic forms from normal
r.v. If you use the eigenvalues of the covariation function K(t,τ), then
the correction of the quadratic form will be required and the Smirnov
formula can not be used.
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Nikitina A. V. (Don State Technical University, Rostov-on-Don), Dolgov V. V. (Don
State Technical University, Rostov-on-Don) Research of the allelopathic interaction of
hydrobionts based on a stochastic approach

Currently, we can distinguish two main directions in the development of mathematical
modeling, where quite constructive methods are proposed to compensate for a priori
uncertainty arising from the non-stationary and stochastic nature of ecological systems.
The first direction is a methodology for solving identification and verification problems as
a sequential process of determining and refining numerical values of model coefficients. The
second direction is related to the development of a strategy for finding the hidden patterns
of the system under study and integrating them into the model. The aim of the study was to
develop and numerically implement a mathematical model of biological kinetics that takes
into account the movement of water flow, microturbulent diffusion, spatial distribution of
nutrients, salinity, temperature, oxygen regime, complex bottom and coastline geometry. The
model is designed to study the mechanism of external hormonal regulation of phytoplankton
as well as allelopathic interaction of the Azov Sea hydrobionts, including the most common
summer plankton species. Let us consider phytogenic factors: algae, being a part of various
communities, experience a diverse influence of neighboring species and themselves have an
impact on them. Relationships can be both direct (competition, symbiosis, epiphytism), and
indirect - through microorganisms and animals, as well as through allelopathy. Allelopathy
is understood as the effect of some autotrophic organisms on others through alteration of
the environment by the release of their metabolites into it [1]. Algal metabolites include
products of nitrogen and carbohydrate metabolism, highly specialized substances such as
vitamins, growth agents, antibiotics, etc., which sometimes have high biological activity [2].
Such substances can act both as inhibitors and as stimulants. According to studies, the
change of species in the community occurs as follows: when some species proliferate in the
pond, they release enough inhibitors to suppress the development of other species of algae,
which gradually die except for the individual more resistant representatives of each species.
When the dominant algae disappears, probably as a result of autotoxins, its antibiotic effect
ceases, and resistant representatives of other species begin to multiply rapidly [3]. Any
hydrobiological environment is a large, complex, weakly deterministic and evolving object
of study [4-6]. The theory of self-organization of models shows that the vast majority of
processes in nature can be described, in particular, in the form of high-degree polynomials,
which are a special case of the generalized Kolmogorov-Gabor polynomial:

y = a0 +

n∑
i=1

aixi +

n∑
i=1

n∑
j=1

aiajxixj +

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

aiajakxixjxk.

The number of terms of the complete polynomial is Cq
m+q where m is the number of variables

and q is the degree of the polynomial. Therefore, the main task of modeling complex systems
using regression equations is to exclude a subset of "superfluous"uninformative coefficients
in the polynomial and to preserve the combination of "explanatory terms"[7]. The difference
scheme for the homogeneous equations presented in the mathematical model of biological
kinetics of a shallow water body (using the example of the Azov Sea) will be written in the
form:

Cn+1 − Cn

τ
+AxC

n +AyC
n +AzC

n+σ = 0, (1)

where C – impurity concentration; τ – time increment; n – time layer number; σ – layout
weight, σ ∈ [0, 1]; Ax, Ay, Az – discrete analogs of transfer operators along coordinate
directions Ox,Oy,Oz:

(AxC)i = ui+ 1
2

Ci+1 − Ci

2hx
+ ui− 1

2

Ci − Ci−1

2hx
− µi+ 1

2

Ci+1 − Ci

h2
x

+ µi− 1
2

Ci − Ci−1

h2
x

, 0 ≤ i ≤ N,

*This work was supported by the RSF (project 21-71-20050)
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where i – discretization index, hx – step of spatial variable; N – number of steps, µ – diffusion
coefficient; u – water flow velocity. Discrete operators Ay, Az are written in the same way.

When using a difference scheme of the form (1), the problem of biological kinetics is
solved by direct methods, and in the case of regions for which the linear size in one direction
is significantly smaller than in the remaining ones, the time step can be taken much larger,
which makes it possible to speed up the prediction of changes in impurity concentrations.

Theorem. When the condition τ ≤
(
max

(
2µ

h2
x

+
2µ

h2
y

))−1

is met, then the difference

scheme is conditionally stable, and we have the estimate
∥∥Cn+1

∥∥ ≤
∥∥C0

∥∥.
During statistical processing of field data for the numerical implementation of the

mathematical model of biological kinetics, coefficients of asymmetry, kurtosis, variance,
standard deviation, and coefficient of variation were calculated.
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Abstract:
Let w(τ) = (w1(τ), w2(τ)), τ > 0, w(0) = (0, 0) be a two-dimensional Wiener process. Consider a family of

random linear operators

Atλ f(x) =

t∫
0

eλτ f(x− w(τ)) dτ, (1)

de�ned on the functions f(x) ∈ L∞ ∩ C(R2) for all t > 0 and λ ∈ C, Reλ < 0.
Such an operator family arises in the construction of a probabilistic representation of the resolvent of the two-

dimensional Laplacian.
Namely, the following relation holds

(−1

2
∆− λ I)−1 f(x) =

∞∫
0

eλ τ E f(x− w(τ)) dτ = (u) lim
t→∞

E [Atλ f(x)] (2)

for all functions f(x) ∈ L∞ ∩ C(R2).
Note that the operator Atλ cannot be extended to an integral operator on the entire space L2(R2). In particular,

from a probabilistic point of view, this means that the process w(τ) does not have local time at an arbitrary point
x ∈ R2 by time t > 0.

We will construct a family of random integral operators Rtλ de�ned on the entire space L2(R2) and satisfying the
relation

(−1

2
∆− λ I)−1 f(x) = (L2) lim

t→∞
E [Rtλ f(x)] (3)

for all λ ∈ C, Reλ 6 0.
It will be shown that the kernels rλ(t, ·) of the corresponding operators belong with probability 1 to the Sobolev

class Wα
2 (R2), 0 6 α < 1/2. Also, for the function rλ(t, ·), an explicit formula will be obtained in the form of a

trajectory functional of the two-dimensional Wiener process w(τ).
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SOME RESULTS ON SIGNED INTERPOLATING DEFLATORS

IGOR PAVLOV, ANZHELIKA DANEKYANTS, NATALIA NEUMERZHITSKAIA, INNA

TSVETKOVA, ROSTOV-ON-DON, DSTU

Currently, the development of the theory of Haar interpolations of financial
markets with the use of martingale measures continues. The existence of martin-
gale measures of discounted stock prices means that this kind of interpolation can
only be used in complete markets. However, real financial markets often contain
elements of arbitrage opportunities. Therefore, it is important to develop tech-
niques for interpolating processes that do not admit martingale measures. This
work is just devoted to this problem. Here, signed deflators serve as the main
interpolation tool. With their help, the Haar interpolation procedure is defined.
In the case of the existence of martingale measures, this procedure leads to the
process interpolation, which coincides with the martingale interpolation. The pa-
per introduces the concept of an admissible deflator, defines (as when martingale
measures exist) the universal Haar uniqueness property and its weakened variants.
The main results of the work are related to the so-called special Haar uniqueness
property, which leads to the uniqueness of the admissible deflator.

Consider a stochastic basis
(
Ω, F = (Fk)Kk=0, P

)
, where Ω be a set, F = (Fk)Kk=0

be a strictly increasing filtration, F0 = {Ω, ∅}, K ≤ ∞, any Fk (0 ≤ k < K + 1)
be finite, and P be a probability on FK (if K = ∞, then FK = F∞ is the least
σ-algebra containing all Fk, 0 ≤ k <∞). We assume that the probability measure
P loads all non-empty subsets from Fk, 0 ≤ k < K + 1.

Let Z = (Zk,Fk)
K
k=0 be an adabted process that can take any real values. A

martingale D = (Dk,Fk, P )
K
k=0 is said a signed deflator of the process Z if D0=1

and the process DZ = (DkZk,Fk, P )
K
k=0 is a martingale.

We use in the sequel the following system of notations. Let A be an atom in
Fk, Bi (i = 1, 2, . . . ,m) be atoms in Fk+1,

A = B1 +B2 + · · ·+Bm, a := Zk|A, bi := Zk+1|Bi
, pi := P (Bi), di := Dk+1|Bi

.

Generally splitting index m of atom A and numbers a, bi, pi, di depend on A.
A signed deflator D of the process Z is said admissible if ∀0 ≤ k < K + 1, for

all atom A ∈ Fk and for all non-empty subset I ⊂ {1, 2, . . . ,m}∑
i∈I

pidi 6= 0.

We will also consider on (Ω,FK) Haar filtrations (HF)

H = (Hn)Ln=0, Hn ⊂ FK , (0.1)

where H0 = {Ω, ∅} and each σ-algebra Hn is generated by a partition of the
set Ω into exactly n + 1 atoms Hn

0 , H
n
1 , ...,H

n
n . A Haar filtration is said special

1
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Haar filtration if at every moment n > 1 only those two atoms of Hn
0 , H

n
1 , ...,H

n
n

can be divided that were obtained by division at the previous moment n − 1.
Haar filtration (Hn)Ln=0 from (0.1) is said interpolating Haar filtration (IHF) of
(Fk)Kk=0 if there exists an increasing sequence of integers nk, 0 ≤ k < K + 1, such
that Hnk

= Fk (and hence HL = FK). Special interpolating Haar filtration
(SIHF) is defined analogically.

Let us fix an IHF (Hn)Ln=0 of (Fk)Kk=0 and let D = (Dk,Fk, P )
K
k=0 be a signed

admissible deflator of the process Z = (Zk,Fk)
K
k=0. Denoting Xnk

:= DkZk and
Ynk

:= Dk, we obtain martingales (Xnk
,Hnk

, P )Kk=0 and (Ynk
,Hnk

, P )Kk=0. Then
we can define two martingales X = (Xn,Hn, P )Ln=0 and Y = (Yn,Hn, P )Ln=0 in
the following obvious way: for any n < L+ 1 find nk ≥ n and put

Xn := EP [Xnk
|Hn], Yn := EP [Ynk

|Hn]. (0.2)

It is clear that such definitions are correct.
The process Zint = (Zint

n ,Hn)Ln=0 defined by the formula

Zint
n =

Zk, if n = nk (0 ≤ k < K + 1),
Xn

Yn
, if n 6= nk, Yn 6= 0.

(0.3)

will be called H-interpolation of the process Z with the help of the deflator D.
It is clear that the process Y = (Yn,Hn, P )Ln=0 is a signed admissible deflator

of the process Zint = (Zint
n ,Hn)Ln=0.

Let the process Z = (Zk, (Fk)Kk=0) admit a martingale measure Q, equivalent to
the physical measure P , i.e. the process (Zk,Fk, Q)Kk=0 be a martingale. Denote

h :=
dQ

dP
and Dk := EP [h|Fk]. It is clear that the process D = (Dk,Fk)Kk=0 is a

strictly positive deflator of the process Z. Hence for all n ≤ nk Yn = EP [Ynk
|Hn] =

EP [Dk|Hn] > 0 and Zint
n =

Xn

Yn
. Applying the generalized Bayes formula, it is

easy to see that the process (Zint
n ,Hn, Q)Ln=0 is a martingale. From this fact it

follows that H-interpolation of the process Z with the help of deflator D coincides
with the Haar interpolation of Z with respect to the martingale measure Q (c.f.
[1], [2]).

We say that a signed admissible deflator D = (Dk,Fk, P )
K
k=0 satisfies the Haar

uniqueness property (HUP) if there exists a Haar interpolation H = (Hn)Ln=0 of
the initial filtration F such that the process (0.3) admits only one deflator, namely
the deflator Y = (Yn,Hn, P )Ln=0, defined by (0.2).

We say that a signed deflator D = (Dk,Fk, P )
K
k=0 satisfies the universal Haar

uniqueness property — UHUP (resp., the special Haar uniqueness property —
SHUP) if for every interpolating (resp., special interpolating) Haar filtration H =
(Hn)Ln=0 of the initial filtration F the process (0.3) admits only one deflator,
namely the deflator Y = (Yn,Hn, P )Ln=0, defined by (0.2).

Theorem 1. Let ∀k : 0 ≤ k < K + 1 and for all atom A ∈ Fk we have m ≥ 3.
If there exists an admissible signed deflator D satisfying SHUP, then the numbers
a, b1, . . . , bm are different.
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Theorem 2. Let ∀k : 0 ≤ k < K + 1 and for all atom A ∈ Fk we have m ≥ 4
and the numbers a, b1, . . . , bm be different. Then there exists an admissible signed
deflater D satisfying SHUP.

The problem of the existence of admissible deflators satisfying UHUP will be
considered too.
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Development of a model with random priorities 
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The main result of this paper is the proof of the strict concavity of some function of integral 

form depending on 𝑛 random variables, which we call priorities. This function is an objective function 

in the so-called model with priorities, in which the arbiter, following expert opinions, distributes funds 

among the enterprises and institutions under his jurisdiction. This result implies an important corollary 

about the existence and uniqueness of a local maximum point (which is also a global maximum point) 

of the objective function. This is a significant generalization of the corresponding result [1]. Earlier, 

the theorem on the existence and the uniqueness of a local maximum point (which is simultaneously a 

global maximum point) of the objective function was proved in paper [2], where the independence of 

𝑛 priorities under consideration was assumed. In this paper, on a general probabilistic model with the 

use of convexity arguments, an existence and uniqueness theorem is obtained under weaker (in 

comparison with [1]) conditions on three considered priorities. 

 Let ( ), ,F P  be a probability space. Consider the function 

 
𝛷(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛) = 𝐸(𝑢1

𝛼1𝑢2
𝛼2 …𝑢𝑛

𝛼𝑛), 𝑢1 ≥ 0, 𝑢2 ≥ 0,… , 𝑢𝑛 ≥ 0,
 

 

where 𝐸 is the expectation with respect to the probability 𝑃; 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 are random variables taking 

values with probability one on the segment  0,1 ; 𝑢𝑛 = −𝑐1𝑢1 − 𝑐2𝑢2 −⋯−−𝑐𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝑐𝑛, 

where 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛 are strictly positive parameters. We assume equal to 0 the value of 𝑢𝑖
𝛼𝑖

 
if  𝑢𝑖 = 0, 

𝑖 = 1,2, … , 𝑛. Thus, we get a function of  𝑛 − 1 variables  

 
𝐹(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1): = 𝛷(𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1, −𝑐1𝑢1 − 𝑐2𝑢2 −⋯− 𝑐𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝑐𝑛) 

 

defined on the domain 

 

𝐷:

{
 
 

 
 
𝑢1 ≥ 0
𝑢2 ≥ 0
………………………… . . …………… .
𝑢𝑛−1 ≥ 0                                                 
𝑐1𝑢1 + 𝑐2𝑢2 +⋯+ 𝑐𝑛−1𝑢𝑛−1 ≤ 𝑐𝑛,

 

 

 

The interior of 𝐷 is denoted by 𝐷0. 

    

 

Function 𝐹 is continuous on 𝐷, infinitely differentiable and strictly positive on 𝐷0  and equal 

to 0 on 𝐷\𝐷0. In this work we find the conditions on the priorities 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛, under which the 

function 𝐹 is strictly concave, and study some consequences of this fact.  

Theorem 1. If 𝑃-almost surely (a.s.)
  

 

 
𝛼𝑖 ≥ 0 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛),   (1) 



 
∑ 𝑎𝑘1≤𝑘≤𝑛,

𝑘≠𝑖

≤ 1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛,   (2) 

 

then the function 𝐹 is concave on 𝐷0. If the inequalities (1) and (2) are strict, then the function 𝐹 is 

strictly concave on 𝐷0. 

It follows from Theorem 1 the impotent result on the uniqueness of maximal point of the 

objective function 𝐹. 

Theorem 2. If 𝑃-a.s. the conditions (1) and (2) in the strict forms are satisfied, then the 

function 𝐹 has exactly one local (and simultaneously global) maximum point on 𝐷0. 

Remark. Let 𝛺 = [0,1],
 
F  be the  -field of Borel subsets on [0,1], 𝑑 𝑃 = 𝑑 𝑥 be the 

Lebesgue measure on ( ), F . In [1, Proposition 5], within the framework of this model for 𝑛 = 3, 

the following result was obtained: if a.e. on [0,1]  
1 2 3

1 1 1
0 ,0 ,0

2 2 2
        , any stationary 

point 
0

1 2( , )u u D
 
of function 1 2( , )F u u  is a point of local maximum. It can be shown that this point 

is unique and is also a global maximum point. In our general case we obtain all this automatically 

(these conditions entail the fulfillment of the conditions (1) and (2)). But the conditions of the 

Theorem 2 themselves are much less restrictive. 
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Pchelintsev E. A., Perelevskiy S. S. (Tomsk State university, Tomsk, Russia) —
On estimation for the trend coefficient of a diffusion process by discrete time
observations. Let on the probability space (Ω,F ,P) be defined the following stochastic
differential equation : dyt = S(yt) dt + σ(yt)dwt , 0 ≤ t ≤ T , where (wt)t≥0 is a scalar
standard Wiener process, the initial value y0 is a given constant, σ(·) is an unknown diffusion
coefficient and S(·) is an unknown function from special functional class Σ introduced in
[1]. The problem is to estimate the function S(x), x ∈ [a, b], from discrete time observations
(ytj )0≤j≤N , tj = jδ, with the frequency δ = δT ∈ (0, 1) and the sample size N = N(T ) → ∞
(as T → ∞) are some functions of T . The diffusion coefficient σ is a nuisance parameter.

Using the sequential analysis method, in [1] for estimating the function S the authors have
been proposed an asymptotically efficient model selection procedure Ŝ based on weighted
LSE. In this paper was proposed a model selection procedure S∗ based on improved estima-
tes, which outperforms in mean square accuracy the estimate from [1], i.e.
Theorem. The model selection procedure S∗ is improved in compare with the procedure Ŝ
in the following sense

sup
S∈Σ

(ES∥S∗ − S∥2 −ES∥Ŝ − S∥2) < 0 ,

where ∥ · ∥ is the norm in L2[a, b].
For improvement of the precise we use the special shrinkage estimates from [2, 3]. Sharp

non-asymptotic oracle inequality for a quadratic risk of the proposed estimate was obtained.
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Rahimbaeva E. O. (Don State Technical University, Rostov-on-Don), Atayan A. M.

(Don State Technical University, Rostov-on-Don) Processing of noisy images and data

based on recursive �ltering

Relatively recently, one of the main sources of data for the analysis and forecast of
coastal and marine systems were the results of measurements of salinity, temperature,
current velocities, etc. This application involves the use of large-scale expeditions using
a research �eet. In parallel with this, the development of satellite constellations, unmanned
aerial vehicles, in the last thirty years, remote sensing methods have been actively used. The
advantage of such methods can be considered a wide coverage of the object of study, the
ability to measure the parameters of the aquatic environment: the rise in the temperature
level of the near-surface layer, the distribution of salts in it for vast water areas almost
simultaneously. Therefore, there is a possibility of joint use of remote sensing data, including
satellite and mathematical modeling of hydrophysical and hydrobiological processes in
coastal systems.

The main objective of this work is to equip systems that simulate the change in processes
that are analyzed and predicted with real input data, which will allow you to correctly set
initial-boundary problems, which are systems of nonlinear equations with partial derivatives,
as well as determine the coe�cients of these equations and other functional dependencies,
included in the constructed mathematical models [1]. The problem of obtaining the necessary
data on-line can be solved by using satellite data from remote sensing of the Earth.

Earth remote sensing data allow not only to equip mathematical models with
the necessary information (boundary, initial conditions, information about source functions),
but also to assimilate the information received from the satellite by the constructed models in
order to increase the accuracy and increase the reliability of predictive modeling. At the same
time, it becomes necessary to develop and implement high-tech methods for assimilation and
�ltering of observational data for the studied aquatic ecosystem using satellite data used in
the development and veri�cation of mathematical models.

Image processing algorithm. Based on the constructed mathematical model
of biogeochemical cycles, an algorithm for processing input data was developed. The input
data are satellite images of the coastal systems of the South of Russia. On the basis of the
algorithm , a software package was developed that is designed to highlight the boundaries of
the object under consideration, taking into account interference and noise in the image (the
in�uence of weather conditions at di�erent times of the year) [2]. The developed software
package is written in the Python programming language in the PyCharm development
environment .

When working with images of the Sea of Azov, to build a grid and highlight boundaries,
there was a problem of digital image processing, which is in�uenced by factors such as:
environment; use of real equipment; interference and noise that appear during data
transmission.

These factors degrade the quality of the resulting image, which leads to a loss of resolution
and a decrease in the signal-to-noise ratio.

To solve problems in the �eld of image processing, it is required to apply special methods
and algorithms, as well as repeated testing involving a wide database of di�erent images to
improve their visual perception and increase information content for vision systems.

There are various branches of digital imaging such as: linear image processing; non-
linear image processing; recursive implementation of linear and non-linear image processing
algorithms.

For further work, it was decided to use recursive �ltering, since it is one of the most
promising and widely used in the tasks of reducing computational costs in image processing.

Recursive �ltering is based on the recursive relationship between the input and output
variables of the system. For one-dimensional signals, a similar recurrence relation has the
following form:

*The study was carried out with the �nancial support of the Council for Grants of the President of
Russian Federation within the framework of scienti�c project No.MD-3624.2021.1.1.
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r(m) =
J∑

j−1

a(i)f(n− j + 1)−
K∑

k−2

b(k)r(m− k + 1), (1)

where f(n) � readings of the input sequence, n = 1, 2, . . . , N ; r(m) � readings of the output
sequence, m = 1, 2, . . . , N ; a(i), b(k) � weight multipliers.

The key point here is that the m�th element of the output sequence depends not only on
the last and j − 1 penultimate elements of the input sequence, but also on K − 1 previous
elements of the output sequence [3].

There are various methods for recursive image processing, for example: interval
integration; interval di�erentiation; quasioptimal �ltering of small-sized objects from noise;
trapezoidal impulse response; two-stage recursive � separable digital �lter.

Since in our work there is a problem of processing noise in the image when transmitting
images from a satellite, one of the most popular methods of digital image processing is the
Kalman �lter, which is one of the varieties of recursive �ltering. This means that only the
result of the previous iteration of the �lter (in the form of an estimate of the state of the
system and an estimate of the error in determining this state) and current observations are
needed to calculate the current state of the system. This �lter estimates the state vector of
a dynamic system using a number of incomplete and noisy measurements.

The �lter operation is divided into two stages: extrapolation � prediction of system
values; adjusting system values.

When using the Kalman �lter in our software package, a number of important tasks can
be solved. For example, to track the dynamics of plankton populations in the coastal part
of southern Russia, speci�cally the Taganrog Bay and the Sea of Azov.

Findings. The search for the best solution (taking into account the uncertainty of the
input data and model parameters) can be carried out on the basis of a scenario approach.
In addition, when forming a set of prognostic scenarios, this problem can be solved using
technology based on the use of direct and inverse modeling methods, which is based on
a combination of variational principles, decomposition, splitting and complexing methods.
At the same time, the use of e�ective methods for processing input data for mathematical
modeling of the state of aquatic ecosystems will, on the one hand, solve the problem of lack
of data, and, on the other hand, improve the accuracy of forecasting changes in the state of
the objects under study.
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Kac-Ornstein-Uhlenbeck processes
N. Ratanov

Chelyabinsk State University, Russia 1

Let ε = ε(t) ∈ {0, 1}, t ≥ 0, be a two-state continuous-time Markov chain switching with
alternating intensities λ0 λ1 > 0. Let (a0, a1), (γ0, γ1) be two pairs of real numbers.
A new class of piecewise deterministic processes is studied, which are defined by the
following integral equation

X(t) = x+
∫ t

0

(
aε(s)− γε(s)X(s)

)
ds. (1)

We call the solution of this equation the Kac-Ornstein-Uhlenbeck process, since under the
standard Kac’s scaling, i.e., if γ0, γ1, λ0, λ1 →∞, γ2

0/λ0, γ
2
1/λ1 → σ2, then the telegraph

process Γ(t) =
∫ t

0 γε(s)ds converges to the Brownian motion W = Wt, [3], and the process
X = X(t) converges to an Ornstein-Uhlenbeck process X̄ satisfying the Langevin equation

X̄(t) = x+ at−
∫ t

0
X̄(s)dWs, (2)

(if additionally a0, a1 → a). The trajectories of the process X = X(t) are formed by two
deterministic patterns

φ0(t, x) = e−γ0t
(
x+ a0

∫ t

0
eγ0sds

)
= ρ0 + (x− ρ0)e−γ0t,

φ1(t, x) = e−γ1t
(
x+ a1

∫ t

0
eγ1sds

)
= ρ1 + (x− ρ1)e−γ1t,

ρ0 = a0/γ0 6= ρ1 = a1/γ1, t ≥ 0, continuously switching from one to the other at random
times τn, n ≥ 1, τ0 = 0.
If the parameters ρ0 and ρ1 coincide, a0/γ0 = a1/γ1 =: ρ, then X = X(t) reduces to the
geometric telegraph process:

X(t) = e−Γ(t)
(
x+ ρ

∫ t

0
γε(s)e

Γ(s)ds
)

= ρ+ (x− ρ) exp(−Γ(t)). (3)

The properties of such a process are well studied, see [3, 4, 7]. Note that in this case the
process X is time-homogeneous in the sense of (2.13), [6].with a rectifying diffeomorphism
Φ(x) = log |x− ρ|. In this case, the distribution of X(t) is determined by the distribution
of the telegraph process Γ(t). In what follows, we assume ρ0 < ρ1.
1. Stationary distributions. Let γ0, γ1 > 0.
Since after almost surely finite transition time the paths of X fall into (ρ0, ρ1) and remain
inside this interval, the invariant measure ~µ is supported on [ρ0, ρ1]. Let α0 = λ0/γ0, α1 =
λ1/γ1, α0, α1 > 0.
Theorem 1. The unique invariant probability measure for Ξ = (X(t), ε(t)), t ≥ 0,
has the form of a Beta distribution determined by the probability density functions ~π =
(π0(x), π1(x)), ρ0 < x < ρ1,

π0(x) =
λ1

λ0 + λ1

(ρ1 − ρ0)−1B(α0, 1 + α1)−1 · ξ0(x)−1+α0ξ1(x)α1 ,

1This research was supported the Russian Science Foundation (RSF), project number 22-21-00148,
https://rscf.ru/project/22-21-00148/



π1(x) =
λ0

λ0 + λ1

(ρ1 − ρ0)−1B(1 + α0, α1)−1 · ξ0(x)α0ξ1(x)−1+α1 .

Here ξ0(x) = x−ρ0
ρ1−ρ0 , ξ1(x) = 1− ξ0(x) = ρ1−x

ρ1−ρ0 , and B(α0, α1) is the Euler beta-function.
In the attraction-repulsion case γ0 · γ1 < 0, the invariant distribution exists only if

α0 + α1 < 0.

Theorem 2. If γ0 > 0 > γ1, then the invariant probability measure for the Kac-
Ornstein-Uhlenbeck process X is supported on the half-line x < ρ0 = a0/γ0, and the
probability density functions π0 and π1, are given by

π0(x) =
λ1

λ0 + λ1

(ρ1 − ρ0)−1B(−α0 − α1, α0)−1[−ξ0(x)]−1+α0ξ1(x)α11{x<ρ0},

π1(x) =
−α1γ0

λ0 + λ1

(ρ1 − ρ0)−1B(−α0 − α1, α0)−1[−ξ0(x)]α0ξ1(x)−1+α11{x<ρ0}.

In the case γ0 < 0 < γ1, the invariant measure is supported on the upper half-line x > ρ1

and looks similarly.
2. Exponential functionals Consider the exponential functional of the form

Gγ,a =
∫ ∞

0
e−Γ(t)aε(t)dt = lim

T→∞

∫ T

0
e−Γ(t)aε(t)dt, a.s. (4)

It is useful to note that the stationarity of Markov-modulated Ornstein-Uhlenbeck process
and the distribution of the corresponding exponential functional are closely related. This
problem has been studied in detail, see e.g. [1, 2]. It is interesting to note that this more
general setting can be transformed in the particular case of the Kac-Ornstein-Uhlenbeck
process driven by a pair of telegraph processes, see [5].
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On incentive pricing algorithms under
the lack of information about agent utilities

Rokhlin D.B.
Southern Federal University, Rostov-on-Don

We consider a leader, who prices a resource or good, and tries to change the behavior
of selfish agents in a desired way. Usually, leader’s aim is to stimulate a broadly understood
socially optimal behavior. In this case the desired price can be approximated by using dual
gradient-based algorithms, which require the information only about agent reactions. We
discuss two such cases: resource pricing in communication networks [1], and transfer pricing
within a corporation [2].

Let us consider the last case in more detail. Assume that a firm consists from n production
and m sales divisions. There are d commodities produced by each production division. The
same commodities are saled by each sales division. Denote by fi : Xi 7→ R+, i = 1, . . . ,m the
revenue functions of the sales divisions, and by gi : Yi 7→ R+, i = 1, . . . , n the cost functions
of the production divisions. A vector xi ∈ Xi describes the amounts of commodities to be
sold by i-th sales division, and yi ∈ Yi describes the amounts of commodities to be produced
by i-th production division.

Assumption 1. The sets Xi, Yi are convex, compact, and contain [0, ε]d.

Assumption 2. The functions fi : Xi 7→ R+ (resp., gi : Yi 7→ R+) are Lipschitz, non-
decreasing in each argument, and fi(0) = gi(0) = 0.

Assumption 3. The functions fi (resp., gi) are strongly concave (resp., strongly convex).

The firm announces the commodity transfer price vector λt ∈ Rd
+ with the obligation

to buy the commodities at these prices from the production divisions, and sell them to the
sales divisions. Put ⟨a, b⟩ =

∑d
i=1 aibi. Optimal division (agent) reactions are defined by

x̃i(λ) ∈ arg max
xi∈Xi

(fi(xi)− ⟨λ, xi⟩), i = 1, . . . ,m,

ỹi(λ) ∈ arg max
yi∈Yi

(⟨λ, yi⟩ − gi(yi)), i = 1, . . . , n,

We will say that the plan z̃(λ) = (x̃(λ), ỹ(λ)) is stimulated by the transfer price vector λ.
The goal of the firm manager is to stimulate the agent reactions coinciding with the optimal
solution z∗ = (x∗, y∗) of the total profit maximization problem:

F (x, y) =

m∑
i=1

fi(xi)−
n∑

i=1

gi(yi) → max
(x,y)∈S

,

S =

(x, y) ∈ Z :
m∑
i=1

xi =
n∑

j=1

yj

 , Z =
m∏
i=1

Xi ×
n∏

j=1

Yj .

Applying the SOLO FTRL algorithm [3] to the dual problem, we get the recurrence
relation

λt = −
∑t−1

j=1 ∆z̃(λj)√∑t−1
j=1 ∥∆z̃(λj)∥2

, λ0 = 0; ∆z̃(λ) :=
n∑

i=1

ỹi(λ)−
m∑
i=1

x̃i(λ).

The obtained algorithm uses only the information on division reactions to current prices. It
does not depend on any parameters and requires no information on the production and cost
functions (from the manager point of view). The next result shows that the optimality gap
and feasibility residuals are of order T−1/4 in the number T of iterations.

Research was supported by the Regional Mathematical Center of the Southern Federal University with
the Agreement № 075-02-2022-893 of the Ministry of Science and Higher Education of Russia.
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Theorem 1 For the average transfer price vector λT = 1
T

∑T
t=1 λt we have

F (z∗)− F (z̃(λT )) ≤
C

T 1/4
, ∥∆z̃(λT )∥ ≤ C

T 1/4
,

where the constant C depends of fi, gi, Xi, Yi, i = 1, . . . , d.

Similar results were obtained for a dynamic problem, where the functions fi gi depend
on a sequence of i.i.d. random variables.

The leader also can be selfish. Consider, for example, the product revenue management
problem with unknown demand. The main difference with the previous case is that the
leader objective function need not be convex, and its gradient is unknown. To overcome the
first difficulty we use price discretization and its probabilistic interpretation. Then we use
zero-order algorithms for price tuning.
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On Decomposable Semiregenerative Processes
and their Application to a Double Redundant

Renewable System
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3 Kharkevich Institute for Information Transmision Problems of Russian Academy
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The talk consists from two parts. The first one deals with a short review
of the Smith’s regenerative idea [1] development. The notion of Decomposable
Semi-Regenerative Processes (DSRP), proposed in [2] (see also [3, 4]) as its
generalization, is reminded. The review of some previous its applications, which
one can find in [3], is also given. In the second part of the talk some new
application the DSRP theory is proposed.

1. The model. Notations and Assumptions

Consider a homogeneous repairable double redundant system with
arbitrary distributed life and repair times of its components. For the reparable
system, at least two different disciplines of its repair are possible: the partial
and the full repair discipline. Denote by Ai, Bi, Ci (i = 1, 2, . . . ) the life-,
partial and full repair times of the system units and a whole system after
their failures. Suppose that all these random variables (r.v.’s) are mutually
independent and identically distributed (i.i.d.). Thus, denote by A(t) =
P{Ai ≤ t}, B(t) = P{Bi ≤ t} and C(t) = P{Ci ≤ t} the corresponding
cumulative distribution functions (c.d.f.’s). Suppose that the instantaneous
failures and repairs are impossible A(0) = B(0) = C(0) = 0, and their mean
times are finite:

a = E[Ai] <∞, b = E[Bi] <∞, c = E[Ci] <∞.

Denote by E = {i = 0, 1, 2} the set of system states, where i stands for
the number of failed units, and introduce a random process J = {J(t), t ≥ 0},
where

J(t) = {number of failed units at time t.}.

In the talk the reliability function R(t), time-dependent system state
probabilities (t.d.s.p.’s) πj(t) = P{J(t) = j]} (j = 0, 1, 2), and the steady
state probabilities (s.s.p.’s) πi = lim

t→∞
πj(t) (j = 0, 1, 2), are studied.

©Author1 V. V., 2022
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2. The Modified Moment Generation Functions

The following notations will be used further.

• The moment generation functions (m.g.f.’s) of the r.v.’s are:

ã(s) = E
[
e−sA

]
=

∞∫
0

e−sxdA(x), b̃(s) = E
[
e−sB

]
=

∞∫
0

e−sxdB(x),

• The modified moment generation functions (m.m.g.f.’s) are:

ãB(s) =

∫ ∞
0

e−sxB(x)dA(x), b̃A(s) =

∫ ∞
0

e−sxA(x)dB(x). (1)

• Corresponding truncated expectations are:

aB =

∫ ∞
0

xB(x)dA(x), bA =

∫ ∞
0

xA(x)dB(x). (2)

• The probabilities P{B ≤ A} and P{B ≥ A} are associated with
m.m.g.f.’s as:

ãB(0) = P{B ≤ A} ≡ p, b̃A(0) = P{B > A} ≡ q = 1− p.

• Note the property of transformations (1):

ã1−B(s) = ã(s)− ãB(s), b̃1−A(s) = b̃(s)− b̃A(s). (3)

3. Main results

The Laplace Transform (LT) R̃(s) of the system reliability function R(t)
has been found in terms of m.g.f.’s and m.m.d.f.’s of the initial r.v.’s and
contains in the following theorem [5].

Theorem 1. The LT R̃(s) of the system reliability function R(t) does not
depend on the repair disciplines and has the form

R̃(s) =
(1− ã(s))(1 + ã(s)− ãB(s))

s(1− ãB(s))
. (4)

From the theorem it follows that the mean system lifetime is R̃(0) = a
q
.

The LTs of the t.d.s.p.’s has been obtained in [6], for the system under
partial repair discipline and in [7] for the system under full repair discipline.
However, they have rather complex expressions, and will be represented in the
full talk, but are omitted here.

The appropriate s.s.p.’s for the system under partial repair discipline has
been found in [7] and are given in the following theorem

2
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Theorem 2. The s.s.p.’s for the system under partial repair discipline are:

π0 = 1− b
aB+bA

, π1 = a+b
aB+bA

− 1, π2 = 1− a
aB+bA

. (5)

At least for the system under full repair discipline the following theorem
holds

Theorem 3. The s.s.p.’s for the system under full repair discipline are:

π0 =
aq + aB + bA − b
a+ q(a+ c)

, π1 =
a+ b− (aB + bA)

a+ q(a+ c)
, π2 =

cq

a+ q(a+ c)
. (6)
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M.M. Shumafov, V.B. Tlyachev, T.A. Panesh, M.A. Havaja 

(Adyghe State University, Republic of Adygea, Russian Federation) 

On the stability in probability of solutions of certain  

                       stochastic differential equations of the second order 

 

Over the last five decades the theory of differential equations (SDE) has significantly 

developed in the works of numerous authors. Many fundamental results concerning the stability 

property of SDE were obtained in pioneering works of Kushner [1] and [2] Khasminskii by 

Lyapunov-like functions method (see also surveys [3], [4]). 

In the present talk we derive sufficient conditions of asymptotic stability in probability in 

the large of equilibrium position of the second-order SDEs which are typical in the theory of 

nonlinear dynamics. 

Let us present one of the results. 

Consider a stochastic generalized Rayleigh’s equation written as a two-dimensional system 

of  Ito’s  SDEs  

   dx t y t dt ,        dy t f y g x dt y d       ,   (1) 

where the functions f , g  and   satisfy the Lipschitz condition, and      0 0 0 0f g    . 

Theorem. Suppose that there exist numbers 0b   and 0  such that 

1)  f y y b  for all y , 

2)   0xg x   for all 0x  , 

3)  
0

x

g s ds   for x  , 

4)   2

00 y y    , and  2

0 2b  . 

Then the trivial solution     0,  0x t y t   of the system (1) is asymptotically stable in 

probability in the large. 

The proof of the above theorem is based on the use of Lyapunov-like method of auxiliary 

functions developed for SDEs [1, 2]. 
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GENERALIZATION OF ONE RESULT OF V.V. SENATOV FOR THE DENSITY

FUNCTION OF THE NORMALIZED SUM

V.N. SOBOLEV, A.E. CONDRATENKO

The introduction of a parameter to improve estimates in the Central Limit Theorem was proposed by

H. Prawitz [1]. His result has been generalized by I.G. Shevtsova [4].

V.V. Senatov in [2] has obtained two expansions for the density function of the normalized sum from

the Central Limit Theorem. In this expansions the last known moment of the initial distribution P is

included in the main part of the expansion with some parameter. This allows to obtain the best explicit

estimate of the remainder.

We generalize Senatov's results in the following theorem, which uses new asymptotic expansions [3] in

the Central Limit Theorem as a basis. The proof of this result is based on the work [5].

Theorem. Let independent identically random variables ξ, ξ1, ξ2, ... with zero mean and unit variance

have symmetric around zero probability distribution P with the �nite moment Mξm+2 of even order

m + 2 > 2, the real characteristic function f(t) for which there is some positive number ν > 0 that the

function |f (t)|ν is integrable on the whole real line. Then a the density function pn (x) of the normalized

sum (ξ1 + · · ·+ ξn)n−1/2 for n > max {ν,m}, all real x and 0 6 λ 6 1 can be approximated as

∣∣∣∣∣∣pn (x)− φ(x)− φ(x)

m/2∑
s=1

Csn

m−4+4s∑
l=4s

Θs,l

nl/2
Hl(x)−

θ
(λ)
m+2

nm/2
φ(x)Hl(x)

∣∣∣∣∣∣ > λ

(m+ 2)!

Mξm+2

nm/2
Bm+2 ,

where ϕ(x) is the probability density function of the standardized normal distribution, Bm+2 is the moment

of even order m+ 2 of the standard normal distribution divided by
√

2π, Hk(x) = (−1)kϕ(k)(x)/ϕ (x) is

the Chebyshev-Hermite polynomials of degree k and λ = max {λ; 1− λ} ,

θk =

[k/2]∑
j=0

(−1)j

2j j!

Mξk−2j

(k − 2j)!
, θ

(λ)
m+2 = θm+2 −

(1− λ)

(m+ 2)!
Mξm+2, Θs,l =

∑
k1+···+ks=l

θk1 · · · θks ,

where the sum is over all partitions of the integer l = k1 + ...+ ks when kj > 4, j = 1, ...,m− 1 .
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Probability characteristics of the networks of
the bistable Hodgkin-Huxley-type of models with noise

Stankevich N.V., Shchegoleva N.A.

HSE University, Nizhny Novgorod

stankevichnv@mail.ru

Hodgkin-Huxley-type of models are used for mathematical modeling of the dynamics

of a single neuron [1]. These models demonstrate various types of oscillatory behavior,

including stable equilibrium (resting state), spike and bursting oscillations (oscillatory

activity). These models are described by ordinary nonlinear differential equations and

are characterized by various phenomena, including multistability, when several dynamic

modes coexist in the system [2]. The influence of noise on multistable systems is one of

the classical problems considered in the framework of the theory of nonlinear dynamical

systems [3].

In the frame of this work, we will consider the features of a network of Hodgkin-

Huxley-type of models with bistability in the presence of noise. As a base model, we

consider the modified Sherman model [4]:

τ V̇ = −gCam∞(V )(V − VCa)− gKn(V − VK)− gK2p∞(V − VK)− gSS(V − VK),

τ ṅ = σ(n∞(V )− n),

τSṠ = S∞(V )− S.

(1)

Here, the dynamic variable V is the membrane potential, n is interpreted as the prob-

ability of opening potassium channels, and S is a slow variable in the system that can

describe the concentration of calcium ions in the cell. In general form we will use dy-

namical variable x = (V, n, S).

The sigmoidal functions m∞, n∞, and S∞ describe the opening probabilities of fast

and slow potassium channels:

ω∞(V ) = [1 + exp
Vω − V

θω
]−1, ω = m,n, S. (2)

The function p∞ describes opening probability of pathological potassium channel, which



provide bistability in the model:

p∞(V ) = [exp
V − Vω

θω
+ exp

Vω − V

θω
]−1. (3)

The conductivities of calcium and potassium ion channels correspond to the following

values: gCa = 3.6, gK = 10.0 and gK2 = 0.2. The Nernst potentials (threshold potentials

for ion channel activation) are fixed as follows: VCa = 25 mV and VK = 75 mV. Another

parameters fixed as: τ = 0.02, τS = 35, σ = 0.93, Vm = −20.0, θm = 12.0, Vn = −16.0,

θn = 5.6, VS = −35.0, θS = 10.0, Vp = −47.0, θp = 1.0. Model (1) demonstrates the

bistability between the equilibrium state and the bursting attractor. For initial condition

x1 = (−49.084, 0.027105, 0.19648) stable equilibrium exists, for initial conditions x2 =

(−49, 0.02, 0.17) bursting attractor can be obtained.

Theorem. For any x ∈ R3 exists and unique solution of system (1) with initial

condition x1 or x2. Stable equilibrium point x1 is stable focus.

In [5] it is shown that when noise is added to the system, classical switching between

attractors is not observed; when a certain noise level is reached, the system from the

equilibrium state passes to the bursting attractor and then remains on it. This feature

is due to the fact that the attractor is distant from the equilibrium state in the direction

of the dynamic variable S.

Now we consider a network of similar oscillators whose dynamics was studied in [6]

with the addition of white noise. In this case it possible to find certain interval of coupling

strength when stable equilibrium point will dominate.

The work was supported by Russian Science Foundation (Project No. 20-71-10048).
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Sukhinov A. I., Protsenko S.V. (Rostov-on-Don, Russia). Building of turbulent
exchange model for coastal systems on the basis of expedition data statistical
analysis.

The frequency intervals of turbulent fluctuations and surface and internal waves overlap
to a large extent, so that in the frequency range common to turbulence and waves, in order
to assess the characteristics of turbulence as such (defined as a part of natural fluctuations
incoherent with waves, not only the above-mentioned mechanical and electrical noises, but
also fluctuations, must be filtered out from the recording of ADCP readings, created by
waves. It is possible to filter out fluctuations created by surface waves if synchronously with
complete natural fluctuations of the sea surface level (or pressure fluctuations at some depth).
The hydrophysical ADCP probe Workhorse Sentinel 600 was used to measure the three-
dimensional velocity vector of the water medium. The problems of decomposition of series of
empirical data obtained using ADCP into an evolutionary component and cyclic components
belong to the class of inverse problems of processing and interpretation of experimental
data. Correction is a special case of a more general decomposition problem, when a cyclic
component with a period of regular excitement is allocated. The remaining component is
called the adjusted series.

In inverse problems, the observed value is the initial series of instantaneous velocity
pulsations, i.e. the result of addition (multiplication, for multiplicative models) adjusted
series and cyclic component. In other words, the consequence is known – the result of
addition, and it is required to determine the causes – individual terms. For wave fluctuations
of the indicator, the same consequence can be caused by completely different, moreover, even
opposite reasons.

Waveform recording of sea surface deviations as a function of time makes it possible to
determine a number of statistical characteristics: mean, variance, standard deviation, etc.
One of the main statistical characteristics of the wave is the standard deviation of the sea
surface ση, determined by the ratio

ση = η̄20 =
1

TL

∫ TL

0

η20dt,

where η0 is the deviation relative to the mean sea level in a short time interval, TL is the full
length of the record. For a group of simple harmonic waves with amplitude a, the standard
deviation is equal to ση = η̄20 = a2

2 . For a superposition of a large number of simple harmonic
waves with a random phase ση = 1

2

∑∞
n=L a2n. The wave energy per unit area is equal to

E = gρ
2

∑∞
n=L a2n = gρση. The study of waves ultimately boils down to the identification

of statistical patterns, which are numerically expressed by the dependencies between the
elements of waves and their determining factors.

Comment. Based on the processing of data obtained using the ADCP probe, it was
revealed that the characteristic length of a regular wave for the Azov Sea is 15-25 meters,
and the characteristic speed is 0.1 – 0.2 m/s, the maximum is 0.51 – 0.77 m/s. The data
obtained by modeling are consistent with the data provided by the Unified State System of
Information on the Situation in the World Ocean.
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LIMITING THEOREM FOR SPECTRA OF ADJACENCY AND

LAPLASE MATRICES OF RANDOM GRAPHS

A. TIKHOMIROV2

We consider not oriented simple graph (without loops and with simple edges)
V,E with vertices |V | = n and set of edges E such that edges e ∈ E are independent
and have probability pe and weight we. Consider the adjacency n× n matrix

A =
[
Ajk

]
, where Ajk =

{
0, if (j, k) /∈ E,
1, if (j, k) ∈ E.

Define degree of vertex i ∈ V as di :=
∑

j:{i,j}∈E ξij . We shall assume that Aij for

1 ≤ i ≤ j ≤ n are independent and EAij = pij(n) =: pij .
We introduce the diagonal matrix D = diag(d1, . . . , dn) and Laplace matrix of

not weited graph G, L = D−A. We shall assume that matrix A is symmetry, i.e.
Aij = Aji, and that r.v.’s Aij for 1 ≤ i ≤ j ≤ n are independent. We shall consider

as well weigthed graphs G̃ = (V,E,w) with weight function wij = wji = Xij for
1 ≤ i ≤ j ≤ n independent random variables s.t. EXij = 0, EX2

ij = σij . We
introduce the quanities

an =
1

n

n∑
i,j=1

pijσ
2
ij , and ân =

1

n

n∑
i,j=1

pij(1− pij).

The quantity an intereprete as expected mean degree of weighted graph G̃. With

graph G̃ we consider the adjancy matrix Ã =
[
AijXij

]
and Laplase or Markov

matrix L̃ = D̃− Ã, where D̃ = diag(d̃1, . . . , d̃n) and d̃i =
∑

j:j 6=iAijXij . We shall

denote by λ1(B) ≥ λ2(B) ≥ · · · ≥ λn(B) ordered eigenvalues of symmetric n × n
matrix B. We shall consider spectrum of matrix 1√

an
Ã, 1√

an
L̃, Â = 1√

ân
(A−EA)

and L̂ = 1√
ân

(L − EL). For bravity of notation we shall write λ̃j = λj(Ã), λ̂j =

λj(Â), µ̃j = λj(D̃), and µ̂j = λj(D̂). Introduce corresponding empirical spectral
distributions

F̂n(x) :=
1

n

n∑
j=1

I{λ̂j ≤ x}, F̃n(x) :=
1

n

n∑
j=1

I{λ̃j ≤ x},

Ĝn(x) :=
1

n

n∑
j=1

I{µ̂j ≤ x}, G̃n(x) :=
1

n

n∑
j=1

I{µ̃j ≤ x}.

In the paper [1], 2006, was shown that under condition pij ≡ 1 and σ2ij ≡ 1 for any

1 ≤ i, j ≤ n that ESD Gn(x) weakly convergence in probability to the nonrandom

Key words and phrases. Wigner law, random graph, normal law, Stieltjes transform
.
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2 A. TIKHOMIROV

distribution function G(x), which defined as free convolution of Gaussian distri-
bution function and semicircular distribution function.

In [3], 2010, authors considered the limit of Gn(x) for weighted Erdös – Renyi
graphs (pij ≡ pn) and equivariance weights (σij ≡ σ2). Assuming that pn bounded
away from zero and one, and that random variables Xij have the fourth moment,
proved that Gn(x) weakly convergence to the same function G(x).

In [5], 2020, Yizhe Zhu consider the so calle graphon approach (the descrition
see below) to limiting spectral distribution of Wigner–type matrices. He discribe
the moments of limit spectral measure in term of graphon of profile of variance
matrix Σ = (σij) and number of trees with fixed number of vertices. Recently
Chatterjee and Hazra published the paper [2] in which developed the approach of
Zhu.

First we formulate some conditions which we shall use in the present paper.

• Condition CP (0): an →∞, as n→∞ and

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

| 1

an

n∑
j=1

pijσ
2
ij − 1| = 0, and

• Condition CX(1): For any τ > 0

Ln(τ) :=
1

an

n∑
i,j=1

pijEX2
ijI{|Xij | > τ

√
an} → 0 as n→∞, (0.1)

The main result of the present paper is the following theorem.

Theorem 0.1. Let conditions CP (0), CX(1) hold. Then

• ESD’s Fn(x) weakly convergence in probability to the semi-circular distri-
bution function,

lim F̃n(x) = F (x) and lim F̂n(x) = F (x) in probability.

• ESD’s G̃n(x) convergence in probability to the distribution function G(x),
which is additive free convolution of standard normal distribution function
and semi-circular distribution function,

lim G̃n(x) = G(x) and lim G̃n(x) = G(x) in probability..
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Branching processes in non-favorable environment

V.A.Vatutin, E.E.Dyakonova
Steklov Mathematical Institute (Moscow)

Let Z = {Zn, n = 0, 1, 2, ...} be a critical branching process evolving in a
random environment generated by a sequence {Fn(s), s ∈ [0, 1], n = 1, 2, ....}
of i.i.d. probability generating functions. Denote Xi = logF ′

i (1), i = 1, 2, ... and
introduce a random walk

S0 = 0, Sn = X1 + ...+Xn, n ≥ 1.

We impose the following restrictions on the characteristics of the process.
Assumption B1. The random variables Xn, n = 1, 2, ... are independent

and identically distributed with

EX1 = 0, σ2 = DX1 ∈ (0,∞).

Besides, the distribution of X1 is non-lattice.
Assumption B2. There is an ε > 0 such that

E

(
log+ F ′′

1 (1)

(F ′
1(1))

2

)2+ε

< ∞.

Theorem 1 Let Assumptions B1-B2 be valid. If ϕ(n), n = 1, 2, ... is a sequence
of positive numbers such that ϕ(n) → ∞ as n → ∞ and ϕ(n) = o(

√
n), then

there is a constant Θ ∈ (0,∞) such that

P (Zn > 0;Sn ≤ ϕ(n)) ∼ Θϕ2(n)

n3/2
, n→∞.

Theorem 1 compliments Theorem 1.1 in [1] where it was shown that there
is a constant C ∈ (0,∞) such that P (Zn > 0) ∼ C

√
n as n→∞.
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Decompositions of Finitely Additive Markov Chains

and Asymptotics of their Components∗

Alexander Zhdanok1, Anna Khuruma2

1Institute for Information Transmission Problems RAS, Moscow, Russia; zhdanok@iitp.ru
2Tuvan State University, Kyzyl, Russia; huruma@list.ru

We consider Markov chains (MC) defined by the transition probability (kernel) which is finitely
additive. Such Markov chains were constructed by S. Ramakrishnan [1] within the concepts and
symbolism of the game theory. We study such MCs using the operator approach. In our work,
the state space (phase space) of the MC has any cardinality, and the sigma-algebra is discrete.This
construction of the phase space allows us to decompose the Markov kernel (and the Markov operators
it generates) into the sum of two components - countably additive and purely finitely additive. Some
asymptotic regularities of such MCs were revealed. In our previous papers [2],[3] and [4] we also
study Markov sequences of finitely additive measures. However, they are generated by operators
with a countably additive kernel extended to the space of finitely additive measures.

1 Definitions, Notation and Some Constructions

Let X be an arbitrary infinite set and Σ the sigma-algebra of its subsets. Let B(X,Σ) denote the
Banach space of bounded Σ -measurable functions f : X → R with sup-norm.

We also consider Banach spaces of bounded measures µ : Σ→ R, ba(X,Σ) is the space of finitely
additive measures, ca(X,Σ) is the space of countably additive measures, pfa(X,Σ) is the space of
purely finitely additive measures.

The Yosida-Hewitt decomposition is known: Any finitely additive measure µ can be uniquely
decomposed into the sum µ = µca + µpfa, where µca is countably additive and µpfa is a purely
finitely additive measure.

We denote the sets of non-negative measures: Vba = {µ ∈ ba(X,Σ) : µ(X) ≤ 1}, Vca = {µ ∈
ca(X,Σ) : µ(X) ≤ 1}, Vpfa = {µ ∈ pfa(X,Σ) : µ(X) ≤ 1}.

Measures from these sets will be called probabilistic if µ(X) = 1.
We also denote by Sba, Sca, Spfa the sets of all probability measures in Vba, Vca, Vpfa, respectively.

Definition 1 The finitely additive Markov chains (MC) on a measurable space (X,Σ) are given by
their transition function (probability kernel) P (x,E), x ∈ X,E ∈ Σ, under the conditions:

1) 0 ≤ P (x,E) ≤ 1,∀x ∈ X,∀E ∈ Σ;
2) P (·, E) ∈ B(X,Σ),∀E ∈ Σ;
3) P (x, ·) ∈ ba(X,Σ),∀x ∈ X;
4) P (x,X) = 1,∀x ∈ X.

We emphasize that the transition function of the classical Markov chain is a countably additive
measure in the second argument.

∗This research was funded by the Russian Foundation of Basic Research, project number 20-01-00575-a.



The transition function generates Markov linear integral operator:
A : ba(X,Σ)→ ba(X,Σ), (Aµ)(E) = Aµ(E) =

∫
X

P (x,E)µ(dx), ∀µ ∈ ba(X,Σ),∀E ∈ Σ.

Let the initial measure be µ1 ∈ Sba. Then the iterative sequence of finitely additive probability
measures µn+1 = Aµn ∈ Sba, n ∈ N , is usually identified with the Markov chain. We will call {µn}
a Markov sequence of measures.

Definition 2 A topological space (X, τ) is called discrete if all its subsets are simultaneously open
and closed (clopen), that is, the topology τ = 2X - the set of all subsets of the set X.

If a topological space is discrete, then, obviously, its Borel sigma-algebra B = τ = 2X . Such a
sigma-algebra in X is also called discrete. We will denote it by Σd.

Proposition 1 Let an arbitrary discrete space (X,Σd) be given. Any Markov finitely additive kernel
P (x,E) on (X,Σd) is uniquely representable as the sum of a sub-Markov countably additive kernel
Pca(x,E) and a sub-Markov purely finitely additive kernel Ppfa(x,E), for all x ∈ X and E ∈ Σd:

P (x,E) = Pca(x,E) + Ppfa(x,E),

where Pca(x, ·) ∈ ca(X,Σd), Ppfa(x, ·) ∈ pfa(X,Σd), and Pca(·, E) ∈ B(X,Σd), Ppfa(·, E) ∈ B(X,Σd).

Proposition 1 makes it possible to introduce integral sub-Markov operators Aca and Apfa gen-
erated by the corresponding measurable subkernels and A = Aca +Apfa.

Definition 3 We call a finitely additive MC on an arbitrary discrete space (X,Σd) combined if
its transition functionsatisfies the conditions: Pca(x,X) = q1, Ppfa(x,X) = q2 for all x ∈ X, where
0 ≤ q1, q2 ≤ 1, q1 + q2 = 1.

2 Main results

Everywhere below we consider a combined non-degenerate finitely additive MC on an arbitrary
discrete space (X,Σd).

Let there be given an arbitrary initial probability measure µ1 ∈ Sba, µ1 = µ1ca + µ1pfa.

Take the second iteration in the Markov sequence of measures µ2 = Aµ1. Then

µ2 = µ2ca + µ2pfa = Aµ1 = (Aca +Apfa)(µ1ca + µ1pfa)

= Acaµ
1
ca +Acaµ

1
pfa +Apfaµ

1
ca +Apfaµ

1
pfa. (1)

In the last four terms of the decomposition (1), the first is a countably additive measure, the third
and fourth are purely finitely additive measures.

The second term Acaµ
1
pfa can be a measure of any type. Consider two corresponding main cases

- disjoint conditions (H1) and (H2).

(H1) Aca(Vpfa) ⊂ Vca,

that is, the operator Aca transforms all purely finitely additive measures from Vpfa into countably
additive measures. MCs satisfying this condition (H1) exist.

Theorem 1 Let condition (H1) be satisfied for some MC. Then for any initial measure µ1 ∈ Sba,
for any n ∈ N ,

‖µn+1
ca ‖ = q1, ‖µn+1

pfa ‖ = q2.



We now give the second condition (H2) related to the decomposition in (1).

(H2) Aca(Vpfa) ⊂ Vpfa,

that is, the operator Aca transforms all purely finitely additive measures from Vpfa into purely
finitely additive measures. Such MC exist.

Theorem 2 Let condition (H2) be satisfied for some MC. Then, for any initial finitely additive
measure µ1 ∈ Sba, for any n ∈ N

‖µn+1
ca ‖ = qn1 · ‖µ1ca‖, ‖µn+1

pfa ‖ = 1− qn1 · ‖µ1ca‖.

Corollary 1 Let the conditions of Theorem 2 be satisfied. Then for any finitely additive initial
measure µ1 ∈ Sba for the components of the Markov sequence of measures generated by it µn+1 =
Aµn as n→∞,

‖µnca‖ → 0 and ‖µnpfa‖ → 1.

Moreover, the convergence is uniform with respect to the initial measures µ1 ∈ Sba and exponentially
fast.

It is desirable to find simple analogues of these conditions (H1) and (H2) in terms of the prop-
erties of the transition functions considered by the MC. We offer two such conditions.

(G1)

{
There is a finite set D ⊂ X such that for all x ∈ X :

Pca(x,D) = Pca(x,X) = q1, which is equivalent to Pca(x,X \D) = 0.

Theorem 3 Let condition (G1) be satisfied for some MC. Then 1) the condition (H1) is satisfied,
2) the assertion of Theorem 1 is true.

Consider one more condition (G2) on the transition function of the MC. For an arbitrary y ∈ X
we denote the set Qy = {x ∈ X : Pca(x, {y}) > 0}.

(G2) For any y ∈ X the set Qy is empty or finite.

Theorem 4 Let condition (G2) be satisfied for some MC. Then 1) the condition (H2) is satisfied,
2) the assertion of Theorem 2 is true.
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Growth optimal strategies in a large market

Mikhail Zhitlukhin
Steklov Mathematical Institute of RAS, Moscow

In this work, we consider a model of a financial market which consists of a large
agent (“the market”) and a small agent (an individual investor), who invest money in
dividend paying stock. Stock prices are determined by the actions of the large agent,
and the small agent is a price-taker. The goal of the work is to find a strategy of the
large agent which does not allow a small agent to achieve long-term growth of wealth
greater than that of the large agent. The motivation for studying this problem arises
from the known empirical fact that it is not possible “to beat” the market in the long
run. If one assumes that this fact is true, it can be used to describe long-term behavior
of the market. A related model was considered by Kardaras [1], but his setting does not
lead to a single optimal strategy.

Let (Ω,F , (Ft)t≥0,P) be a filtered probability space satisfying the usual assumptions
and the filtration having the property that any martingale has a continuous modification.

There are N assets in the market which pay dividends with intensities Xn
t per unit

of time, n = 1, . . . , N . The supply of each asset (the number of shares in circulation) is
normalized to 1. The dividends are paid in some perishable good and must be consumed
by the agents immediately; there is no possibility to store the good. The intensity
processes Xn

t are non-negative càdlàg semimartingales satisfying some non-degeneracy
conditions.

There are two agents in the market, “large” and “small”, who have wealth processes
Wt and wt. They are interpreted as “the market agent” who holds the whole market
wealth, and an individual investor who has infinitesimal wealth (a rigor interpretation
can be given by considering a the model with the number of agents going to infinity).

The agents’ investment strategies are identified with processes Λt = (Λ1
t , . . . ,Λ

N
t ) and

λt = (λ1t , . . . , λ
N
t ) with values in the N -simplex ∆N = {x ∈ RN+ : x1 + . . . + xN = 1}.

These processes show in which proportions the agents divide their wealth for investment
in the assets. Both agents have the same consumption rate ρ > 0.

The model assumes that the wealth dynamics is defined by the equations

Wt =
1

ρ

N∑
n=1

Xn
t , (1)

dwt =

N∑
n=1

λnt wt
Snt

(dSnt +Xn
t dt)− ρwtdt, (2)

where Snt are the stock prices, which are defined by the relation

Snt = ΛntWt. (3)

Equation (1) follows from that the dividends must be fully consumed and the total
market wealth is held by the large agent. Consequently, the strategy of this agent

1



determines the asset prices: we assume that the supply of each asset is 1, so the price is
equal to the amount of money invested in the asset, which gives equation (3). Equation
(2) is the standard self-financing condition.

Definition 1. We say that the small agent does not beat the market in the long run if

lim sup
t→ 0

wt
Wt

<∞ a.s.

A strategy of the large agent is called market growth optimal if it cannot be beaten by
any strategy of the small agent.

The main result of the paper consists in construction of a market growth optimal
strategy.

Theorem 1. The strategy Λ̂t = (Λ̂1
t , . . . , Λ̂

N
t ) with the components

Λ̂nt = eρt E

(∫ ∞
t

ρe−ρs
Xn
s∑n

i=1X
i
s

ds

∣∣∣∣ Ft)
is market growth optimal.
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Программная реализация и статистическая оценка эквивалентности моделей 

классификации символов латинского алфавита на основе импульсной и свёрточной 

нейронной сети 

 

Алымова Е.В.  
Российская таможенная академия (Ростовский филиал), Ростов-на-Дону, Россия 

 

Задача распознавания образов является одной из основных задач в области 

интеллектуального анализа данных. Нейронные сети, преимущественно свёрточные, 

эффективно распознают объекты на графических изображениях, в том числе, если они 

немного искажены [1].  

Свёрточные нейронные сети (СНС) обладают архитектурой, позволяющей 

максимально эффективно распознавать образы. В СНС чередуются свёрточные 

(convolutional) и субдискретизирующие (pooling) слои, структура сети однонаправленная. 

Используется операция свертки, то есть умножение каждого фрагмента изображения на 

ядро свертки поэлементно с последующим суммированием результата и записью в 

похожую позицию выходного изображения. При этом обеспечивается инвариантность 

распознавания относительно сдвига объекта, что весьма существенно при наличии 

искажения или поворотов распознаваемых графических элементов. 

В импульсных нейронных сетях (ИмНС) нейроны обмениваются короткими 

импульсами одинаковой амплитуды. В настоящее время эти сети наиболее реалистично 

моделируют активность мозга. ИмНС имеют ряд преимуществ в аппаратной реализации. 

Пучки импульсов, в каждом из которых содержится большое количество информации, 

разбросаны во времени, что дает возможность значительно снизить электропотребление. 

Аппаратная реализации такой сети будет более экономична, подстраивая свою работу под 

импульсную активность [2]. 

В работе рассматривается задача распознавания 62 символов латинского алфавита. 

В качестве исходных данных сформировано 62 набора графических изображений 26 букв 

латинского алфавита (в верхнем и нижнем регистре) и 10 арабских цифр. Каждый набор 

содержит 983 изображения размером 128x128 точек. Изображения составлены на основе 

глифов, извлеченных из файлов шрифтов. 

Задача классификации символов латинского алфавита рассматривается в следующей 

постановке. Зафиксировано множество 𝑋 графических изображений объектов и конечное 

множество 𝑌 меток целевых классов. На объектах конечной обучающей выборки 𝑋𝑚 =
{(𝑥1 , 𝑦1), … , (𝑥𝑚 , 𝑦𝑚)} существует целевая зависимость 𝑓∗: 𝑋 → 𝑌. Требуется построить 

алгоритм 𝛼: 𝑋 → 𝑌, относящий произвольный объект из 𝑋 к некоторому классу из 

множества 𝑌 согласно установленной в процессе обучения зависимости. Составляются два 

варианта реализации алгоритма: классификаторы на основе импульсной и свёрточной 

нейронной сети.  

СНС реализована на основе библиотеки Tensorflow, содержит 9 слоев и 97278 

тренируемых параметров. В ходе практического эксперимента сеть в среднем распознает 

правильно 89 символов из 100, то есть имеет точность распознавания в среднем 89%.  

Замечено, что в ряде случаев сеть относит к ошибочному классу схожие по 

начертанию символы. В работе выделены множества схожих символов, в рамках которых 

символ считается принадлежащим одному классу: {i, l, j, 1}, {g, 9}, {c, C}, {p, P}, {o, 0, O}.  

С введенным объединением классов СНС в среднем распознает 93 символов из 100, 

то есть имеет точность распознавания в среднем 93%. 

ИмНС реализована с помощью инструмента Nengo DL, позволяющего 

конвертировать исходную сверточную сеть в импульсную путем замены типа нейронов и 

функций активации. С введенным объединением классов ИмНС в среднем распознает 91 

символов из 100, то есть имеет точность распознавания в среднем 91%. 



Теорема. Модель классификации символов латинского алфавита на основе 

импульсной нейронной сети при значениях χ2 = 2.4671, Pvalue = 0.07437 теста Мак-Немара и 

5% уровне значимости согласуется с моделью классификации, построенной на основе 

свёрточной нейронной сети. 
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О локальных временах
условных случайных блужданий

Афанасьев В.И.

ПустьX1, X2, . . . – независимые случайные величины с одинаковым ариф-
метическим распределением с максимальным шагом 1, причем EX1 = 0,
EX2

1 := σ2 ∈ (0,+∞).
Рассмотрим случайное блуждание S0 = 0, Si =

∑i
j=1Xj при i ∈ N.

Пусть ξ (k, n) означает число попаданий блуждания {Sn, n ≥ 0} в состояние
k ∈ Z за моменты времени 1, . . . , n, т.е.

ξ (k, n) = |{i ∈ {1, . . . , n} : Si = k}| .

Пусть {W (t) , t ≥ 0} – стандартное броуновское движение. Введем сле-
дующие два момента достижения состояния 0 броуновским движением W :
один из них τ ′0 предшествует моменту 1, а другой τ ′′0 следует за этим мо-
ментом, т.е.

τ ′0 = sup {t ∈ [0, 1] :W (t) = 0} , τ ′′0 = inf {t > 1 :W (t) = 0} .

Положим T+
0 = τ ′′0−τ ′0. Броуновской экскурсией называется случайный про-

цесс, равный W (τ ′0 + t) при t ∈
[
0, T+

0

]
и равный 0 при t ≥ T+

0 . Обозначим
этот процесс {V (t) , t ≥ 0}. Броуновская извилина строится по броуновской
экскурсии: при t ≥ 0

W+ (t) =
|V ((1− τ ′0) t)|√

1− τ ′0
.

Пусть l+ (u, t) – локальное время процесса {W+ (s) , s ∈ [0, t]} на уровне
u > 0, т.е.

l+ (u, t) = lim
ε↓0

1

ε

t∫
0

I[u,u+ε]

(
W+ (s)

)
ds.

Пусть T=min {i > 0 : Si ≤ 0} и символ D→ означает сходимость по распре-
делению в пространстве D [0,+∞) с топологией Скорохода.

Теорема 1. При n→∞{
σξ (buσ

√
nc , n)√
n

, u ≥ 0

∣∣∣∣ T > n

}
D→
{
l+ (u, 1) , u ≥ 0

}
. (1)

При изучении различных моделей массового обслуживания, страхова-
ния и ветвящихся процессов особую роль играет остановленное случайное
блуждание S̃i = Si при i < T и S̃i = 0 при i ≥ T .
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Обозначим ξ̃ (k) число попаданий блуждания
{
S̃i, i ≥ 0

}
в состояние

k ∈ N, т.е. ξ̃ (k) =
∣∣∣{i ≥ 0 : S̃i = k

}∣∣∣. Величина ξ̃ (k) называется локальным
временем остановленного случайного блуждания на уровне k.

Теорема 2. При n→∞{
σξ̃ (buσ

√
nc)√

n
, u ≥ 0

∣∣∣∣∣ T > n

}
D→
{
l+ (u,+∞) , u ≥ 0

}
.

Снова рассмотрим стандартное броуновское движение {W (t) , t ≥ 0}.
Пусть τx – момент первого достижения состояния x броуновским движе-
нием W , т.е. τx = inf {t > 0 :W (t) = x}. Введем следующие два момента
достижения состояния 0 броуновским движениемW . Один из них τ (1)0 пред-
шествует моменту τ1, а другой τ (2)0 следует за этим моментом:

τ
(1)
0 = sup {t ∈ [0, τ1] :W (t) = 0} , τ (2)0 = inf {t > τ1 :W (t) = 0} .

Положим T ↑
0 = τ

(2)
0 −τ

(1)
0 . Броуновским прыжком в высоту называется слу-

чайный процесс, равныйW
(
τ
(1)
0 + t

)
при t ∈

[
0, T ↑

0

]
и равный 0 при t ≥ T ↑

0 .

Обозначим этот процесс
{
W ↑

0 (t) , t ≥ 0
}

и обозначим l↑0 (u) его локальное
время на уровне u ∈ (0,+∞), т.е.

l↑0 (u) = lim
ε↓0

1

ε

+∞∫
0

I[u,u+ε]

(
W ↑

0 (s)
)
ds.

Положим Tx = min
{
i ∈ N : S̃i > x

}
при x > 0.

Теорема 3. При n→∞{
σ2ξ̃ (bunc)

n
, u ≥ 0

∣∣∣∣∣ Tn < +∞

}
D→
{
l↑0 (u) , u ≥ 0

}
.
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Оптимизация системы массового обслуживания  

с перерывами на основе стоимостного критерия 

 

Афанасьев Г.А. 

Россия, Москва. Ярославское ш., д. 26, e-mail: AfanasievGA@mgsu.ru 

 

Рассматриваются одноканальные системы массового обслуживания, в которых 

прибор в моменты освобождения системы от требований на некоторые промежутки 

времени становится недоступным для обслуживания требований. Эти промежутки назовем 

перерывами (в англоязычной литературе – “vacations”). Изучение таких систем началось 

давно (см., например [1]), но в последние годы интерес к ним существенно возрос. Ссылки 

на наиболее важные результаты можно найти в статье [2]. Перерыв в обслуживании может 

быть следствием многих факторов. Например, владелец прибора не желает его длительных 

простоев и когда нет запросов на обслуживание с некоторой вероятностью сдает его в 

аренду на время 𝜂. Это приносит доход 𝐶1, который возможно зависит от  𝜂 или функции 

распределения 𝜂, если  𝜂 – случайная величина. С другой стороны, сдача прибора в аренду 

может привести к увеличению числа ожидающих требований, что связано с определенными 

убытками. Считаем, что за пребывание в системе одного требования в единицу времени 

владелец выплачивает сумму С2. Наша задача – найти значение вероятности сдачи прибора 

в аренду 𝛼 и длительность перерыва 𝜂, которые максимизируют среднюю прибыль.  

Сделаем следующие предположения. Входящий поток требований в систему вне 

перерывов X – пуассоновский процесс интенсивности 𝜆, время обслуживания имеет 

произвольное распределение со средним b и вторым моментом 𝑏2 < ∞, так что вне 

перерывов в символике Кендалла мы имеем систему M|G|1|∞. В моменты, когда система 

освобождается от обслуживания требований, прибор с вероятностью 𝛼 уходит на перерыв 

(сдается в аренду), а с вероятностью 1 − 𝛼 ждет поступления нового требования потока X. 

Если после окончания перерыва в системе нет требований, то с вероятностью 𝛼 

начинается новый перерыв, а с вероятностью 1 − 𝛼 при следующем скачке процесса X 

начинается обслуживание требования. 

Число требований в системе в течение перерыва определяется процессом Y, который 

вообще говоря, отличается от X и Y(t) – число требований через время t после начала 

перерыва. 

 

 



 

Считается заданными следующие характеристики системы 

𝜌 = 𝜆𝑏,   �̅� = 𝐸𝜂,    𝑌1 = 𝐸𝑌(𝜂),    𝑌2 = 𝐸𝑌2(𝜂), 

 𝛿 = ∫ 𝐸𝑌(𝑡)1(𝜂 > 𝑡)𝑑𝑡
∞

0
, 𝛾 = 1 − 𝜆�̅�(1 − 𝜌) − 𝜌𝑌1. 

 

(1) 

Средний доход 𝑊(𝛼) в стационарном режиме определяется равенством 

𝑊(𝛼) =
𝛼(С1𝜆(1−𝜌)−С2𝐷1)−𝐶2�̅�0

1−𝛼𝛾
 , 

где 

𝐷1 = 𝜆(1 − 𝜌)𝛿 +
𝜌(𝑌2−𝑌1)

2
− (1 − 𝑌1)𝑞0̅̅ ̅,   𝑞0̅̅ ̅ = 𝜌 +

𝜆2𝑏2

2(1−𝜌)
 . 

 

(2) 

Сначала, считая распределение 𝜂 заданным, найдем 𝛼0, доставляющее максимум 

функции 𝑊(𝛼). 

Теорема 1. Пусть 𝜌 = 𝜆𝑏 < 1, 𝑏2 < ∞, 𝑌2 < ∞. 

Если  

С1(𝑥) >
С2(𝛾�̅�0+𝐷1)

𝜆(1−𝜌)
 , 

 

(3) 

где 𝛾, �̅�0, 𝐷1 определены в (1) и (2), то перерыв (сдачу в аренду) следует осуществлять 

с вероятностью единица, т.е. 𝛼0 = 1. 

В противном случае перерывы не допускаются, т.е. 𝛼0 = 0. 

Доказательство опирается на результаты статьи [2].  

Далее предположим, что Y – пуассоновский процесс с интенсивностью 𝜆, а 

продолжительность перерыва неслучайна и равна x. Доход от сдачи прибора в аренду на 

время x составляет сумму 𝐶1(𝑥). Тогда в соответствии с (1) и (2) условие (3) принимает вид 

С1(𝑥) >
𝜆С2

2(1−𝜌)
𝑥2 . (4) 

Положим 

Λ = {𝑥 > 0: выполнено (4)}. 

После несложных выкладок из теоремы 1 получаем следующий результат. 

  



Следствие 1 Если Λ – непустое множество , то перерыв любой продолжительности 

𝑥 ∈ Λ надо осуществлять с вероятностью единица. Оптимальное значение 𝑥0, 

максимизирующее средний доход в единицу времени, является точкой максимума функции 

𝜑(𝑥) =
𝐶1(𝑥)

𝑥
(1 − 𝜌) − 𝐶2

𝜆𝑥

2
. 

В качестве примера рассмотрим случай, когда доход от перерыва  

 

𝐶1(𝑥) = 𝑐1𝑥 − 𝑑1(𝑥 > 0), 

 

(5) 

где d – издержки, связанные с организацией перерыва (или аренды), 1(А) – 

индикатор события А. 

Следствие 2. Пусть 𝐶1(𝑥) определена равенством (5). 

Если  

с1√1 − 𝜌 < √2𝑑𝜆𝐶2, 

 

(6) 

то перерыв следует делать с вероятностью единица и его оптимальная продолжительность  

𝑥0 = √
2𝑑(1−𝜌)

𝜆𝐶2
. 

Если (6) не выполняется, то перерыв делать не следует. 

Рассмотрен также случай квадратичной зависимости 𝐶1(𝑥) от x. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 20-01-00487. 
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Асимптотический анализ систем с повторными
вызовами при регенерирующем входящем потоке

Афанасьева Л.Г., Баштова Е.Е.

Мы рассматриваем m-канальную систему с повторными вызовами. А именно,
в системе имеется m идентичных приборов. Времена обслуживания на каждом
приборе - независимые одинаково распределенные случайные величины (н.о.р.с.в.)
с функцией распределения B(x). Если в момент поступления требования есть хотя
бы один свободный прибор, то требование немедленно начинает обслуживаться.
Если же все приборы заняты, то оно отправляется на так называемую орбиту,
откуда повторяет попытки попасть на обслуживание.

Мы изучаем процесс Q(t) - число требований в системе (на орбите и на
приборах вместе).

Предполагаем, что входящий поток X(·) является регенерирующим. Введем
дополнительное условие на входящий поток и времена обслуживания.
Условие 1.

P(ξ1 = 0, τ1 > 0) + P(ξ1 = 1, τ1 − t1 > η1) > 0.

Здесь ξj = X(θj) − X(θj−1) - количество требований, пришедших за период
регенерации.

Мы рассматриваем две модели, различающиеся правилами формирования
повторных вызовов с орбиты.

Для модели M1 вызовы с орбиты поступают тем чаще, чем больше на орбите
требований. А именно, когда на орбите находится j требований, то запросы с нее
поступают в соответствии с пуассоновским потоком интенсивности ν(j). В работе
[1] доказана теорема об условиях стабильности модели M1. Сформулируем теперь
теорему об асимптотическом поведении количества требований в перегруженной
системе.

Теорема 1. Пусть ρI = λb/m > 1, Eτ ri < ∞, Eξri < ∞, Eηri < ∞, для
некоторого r > 2 и

j−1+1/rν(j) → ∞, as j → ∞.

Тогда существует стандартный Винеровский процесс W такой что

sup
0≤u≤t

∥Q(u)− (ρI − 1)u− σIW (u)∥ = o(t1/r), п.н.,

where σ2
I = σ2

X +mσ2
S.



В модели M2 запросы с орбиты поступают через н.о.р. интервалы. Если в
момент запроса есть свободный прибор, а на орбите есть требования, то одно из
них отправляется на обслуживание.

Пусть {ζn}∞n=1 - последовательность н.о.р.с.в., представляющих собой интер-
валы между запросами с орбиты, N(t) - процесс восстановления, построенный
по последовательности {ζn}∞n=1, его интенсивность ν = lim

t→∞
N(t)/t.

Условие 2. Случайные величины ζn, n ∈ N имеют экспоненциальную фазу, т.е.

ζn = ζ(1)n + ζ(exp)n ,

ζ
(1)
n и ζ

(exp)
n независимы, и ζ

(exp)
n имеют экспоненциальное распределение.

Для формулировки результатов необходимо ввести вспомогательную систему
M0 с m приборами, входящим потоком U(t) = X(t) +N(t) и отказами.

Обозначим n(t) - число занятых приборов в M0, а tk - k-ый момент поступле-
ния требования в M0. В статье [1] показано, что при выполнении условий 1 и 2
существуют

lim
k→∞

P(n(tk) = j) = Pj , j = 1,m,

коэффициент загрузки системы равен

ρc =
λ

(λ+ ν)(1− Pm)

и доказана эргодическая теорема. Основной результат доклада, касающийся
системы M2 – сильная гауссовская аппроксимация длины очереди в ситуации,
когда система перегружена.

Теорема 2. Пусть ρc > 1, выполнено условие 2 и Eτ ri < ∞, Eξri < ∞,
Eηri < ∞ Eζri < ∞, для некоторого r > 2. Тогда существуют константа σ2

c > 0
и стандартный Винеровский процесс W так что

sup
0≤u≤t

∥Q(u)− (ρc − 1)u− σcW (u)∥ = o(t1/r), a.s.,

при t → ∞.
Основная идея доказательств теорем 1 и 2 состоит в построении мажориру-

ющих систем, в частности, системы без орбиты и с общей очередью и системы
с отказами и сложно устроенным входящим потоком. Затем используются ре-
зультаты работы [3] о сильной гауссовской аппроксимации регенерирующих
потоков.

Работа поддержана грантом РФФИ 20-01-00487.
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О сильной аппроксимации некоторых типов
случайных полетов

Баштова Е.Е.

Пусть ε = {εn, n ≥ 0} — независимые одинаково распределенные случай-
ные векторы, принимающие значения на единичной сфере в Rk, а {Tn, n ≥ 0}
— возрастающая последовательность случайных величин, не зависящая от ε
(T0 = 0). Случайным полетом называется непрерывный случайный процесс
X = {X(t), t ≥ 0}, траектория которого на участке [Tn−1, Tn] (n ≥ 1) линейна и
ее направление задается реализацией случайного вектора εn. Такие процессы
рассматривали еще Пирсон, Рэлей и Мандельброт, который ввел определение
случайного полета Леви. В докладе устанавливается сильная гауссовская ап-
проксимация для двух классов случайных полетов. Для одного из них аппрокси-
мирующий процесс получается Винеровским, и получена скорость сходимости,
оптимальная в смысле Комлоша-Майора-Тушнади. Для другого класса, который
строится по точечному Пуассоновскому процессу, аппроксимирующий процесс
уже не Винеровский, однако на основе результатов из [4] удается оценить точ-
ность аппроксимации. Стоит отметить, что представленная теорема 2 является
усилением части результатов, полученных в [3] и [5].

Переходя к формулировкам, напомним следующее определение ([1]).

Определение 1. Процесс {S(t), t ≥ 0}, принимающий значения в Rd, с поко-
ординатно неубывающими, непрерывными справа и имеющими предел слева
траекториями называется регенерирующим потоком, если существует возрастаю-
щая последовательность {θi, i ≥ 0}, θ0 = 0 такая, что последовательность

{κj}∞j=1 = {S(θj−1 + t)− S(θj−1), θj − θj−1, t ∈ [0, θj − θj−1)}∞j=1

состоит из н.о.р. случайных элементов. Тогда последовательность {τi = θi −
θi−1}∞i=1 называется последовательностью периодов регенерации.

Пусть N(t) = min{n ≥ 0 : Tn > t}, t ≥ 0. Мы предполагаем, что Eε1 = 0,
Varε1 = σ2

ε .
Теорема 1. Пусть N(t) является регенерирующим потоком.

1) Если Eepτi < ∞, для некоторого p > 0, то на одном вероятностном
пространстве можно задать процесс X и d-мерный винеровский процесс
{Wt, t ≥ 0} так что для всех t ≥ 1, x > 0 и некоторых констант a, b, c > 0
выполняется

P
(
sup
u≤t

∣∣X(u)− σε
√

Eτ1W (u)
∣∣ > a log t+ x

)
≤ be−cx.



2) Если Eτpi < ∞, для некоторого p > 2, то на одном вероятностном про-
странстве можно задать процесс X и d-мерный винеровский процесс
{Wt, t ≥ 0} так что для всех t ≥ 1, x > 0 и некоторой константы a > 0
выполняется

P
(
sup
u≤t

∣∣X(u)− σε
√

Eτ1W (u)
∣∣ > x

)
≤ atx−p.

Теорема 2. Пусть N(t) = Π(t1/α), где Π - стандартный пуассоновский
процесс и α > 1/2. На одном вероятностном пространстве можно задать
процесс X и d-мерный винеровский процесс {Wt, t ≥ 0} так что для всех t ≥
1, x > 0 и некоторой константы C > 0 выполняется

P
(
sup
u≤t

∣∣∣X(u)− α

√
2

2α− 1
W

(
u

2α−1
α

)∣∣∣ > x
)
≤ Ctγ−

γ−1
α x−γ .

Здесь, если α ≥ 1, то γ > 2, а если 1/2 < α < 1, то 2 < γ < 1
1−α .

Работа поддержана грантом РФФИ 20-01-00487.
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Игровая модель управления портфелем инвестиций. 
Белявский Г. И., Данилова Н. В., Угольницкий Г. А. 

(Южный Федеральный университет, г. Ростов-на-Дону) 

 

В докладе задача об оптимальном портфеле рассматривается как игра между двумя 

игроками, один из которых занимается инвестициями (паевой инвестиционный фонд - ПИФ), 

другой выделяет на это средства (агент). Основная цель данного подхода – получить условия 

устойчивого развития изучаемой системы из двух игроков за счет формирования портфеля 

инвестиций. Для достижения этой цели находится решение игры и изучается задача машинного 

обучения, с помощью которого реализуется данное решение.  

В докладе анализируется литература, связанная с использованием алгоритмов обучения с 

учителем в реальном времени при формировании портфеля инвестиций, и делается вывод, что 

данный метод является новым и позволяет получить обоснованные постановки задач обучения 

для каждого из игроков.  

В простом варианте игры имеется один агент, располагающий некоторым резервным 

капиталом a . Агент делит свой капитал между инвестициями в ПИФ и иными вложениями 

(например, депозитными вкладами). Получив инвестиции от агента в размере x , ПИФ 

вкладывает эти средства в ценные бумаги по цене 
iS0 , li ,...,2,1=  , а именно, 𝑥 = ∑ 𝑦𝑖𝑆0

𝑖𝑙
𝑖=1 . 

Получив средства от продажи ценных бумаг по цене 
i
oi

i SrS =1 , а именно, 
=

=
l

i

i
ii SryX

1

0 , ПИФ  

возвращает часть из них X ,  и часть ( )X−1 оставляет себе, 0 ≤ 𝛼 ≤ 1.  Доходность портфеля 

𝑄 = ∑ 𝑧𝑖𝑟𝑖
𝑙
𝑖=1    является случайной величиной. Доходность агента 𝐾 = 𝛼𝑄. Оптимальная 

стратегия агента: 𝑥∗ = 𝑎𝐼𝐴, 𝐴 = {𝜔: 𝐾 ≥ 𝑔}. Проблема агента заключается в том, что ему 

неизвестно значение индикатора. Информация, доступная агенту в момент 𝑡 – это 

последовательность 𝐾1, 𝐾2, … , 𝐾𝑡 , используя которую агент может либо вычислить оценку 

индикатора, либо вычислить оценку математического ожидания 𝐸𝐼𝐴 = 𝑃(𝐴), либо оценку 

среднего 𝐸𝐾 . Каждую из этих оценок агент вычисляет, применяя обучение в реальном времени. 

Для каждого из этих регламентов агент выбирает оптимальную стратегию.  

Утверждение 1. Для первого информационного регламента оптимальная стратегия 

агента: 𝑥∗ = 𝑎𝐼𝐴.  Для второго регламента оптимальная стратегия – смешанная стратегия 𝑥∗ : 

𝑃(𝑥∗ = 𝑎) = 𝑃(𝐴), 𝑃(𝑥∗ = 0) = 1 − 𝑃(𝐴). Для третьего регламента оптимальная стратегия 𝑥∗ =

{
𝑎, 𝐸𝐾 ≥ 𝑔

0, 𝐸𝐾 < 𝑔
  . 



ПИФ заинтересован в поступлении инвестиций, он стремится добиться этого, выбирая 

портфель 𝑍 и 𝛼 , поэтому для ПИФа рассматриваются две возможные задачи выбора 

оптимального решения. Первая задача заключается в максимизации по 𝑍 вероятности 

𝑃((𝑅 , 𝑍) ≥ 𝑔/𝛼) при ограничениях (𝐼, 𝑍) = 1, (𝐸𝑅, 𝑍) ≥ 𝑔/𝛼 и фиксированном 𝛼 . Первое 

ограничение непосредственно вытекает из определения доходности портфеля, второе 

ограничение связано с возможностью использования агентом третьей стратегии. Вторая задача 

заключается в максимизации по 𝑍 порога 𝜃 при ограничениях 𝑃((𝑍, 𝑅) ≥ 𝜃) ≥ 𝛽, (𝐼, 𝑍) =

1, (𝐸𝑅, 𝑍) ≥ 𝜃, 𝜃 ≥ 𝑔 и фиксированном 𝛽. Проблема ПИФа заключается в том, что закон 

распределения либо известен с точностью до параметров, либо неизвестен совсем. 

Информация, известная агенту в момент времени 𝑡  — это последовательность 𝑅1, 𝑅2, … 𝑅𝑡. В 

докладе предполагается, что условным законом распределения доходности относительно 

последовательности является нормальный закон распределения 𝑁 ((𝑅𝑡, 𝑍), (𝐶𝑡𝑍, 𝑍)), 𝑅𝑡 =

1

𝑡
∑ 𝑅𝑖

𝑡
𝑖=1 , 𝐶𝑡 =

1

𝑡
∑ 𝑅𝑖𝑅𝑖

𝑇𝑡
𝑖=1 − 𝑅 𝑅

𝑡
, или эмпирический закон распределения, порождаемый 

последовательностью: 𝑃(𝑅 ∈ 𝐴) =
1

𝑡
∑ 𝐼{𝑅𝑖∈𝐴}

𝑡
𝑖=1 . Для первого варианта, относительно 

наблюдаемой последовательности, задача максимизации вероятности преобразуется в задачу: 

𝑚𝑎𝑥
(𝑍,�̄�𝑡)−𝑔/𝛼

√(�̄�𝑡𝑍,𝑍)
 при ограничениях: (𝐼, 𝑍) = 1,(𝑍, �̄�𝑡) ≥ 𝑔/𝛼. Предполагается, что матрица 𝐶𝑡 

симметричная и положительно определенная. Доказываются следующие утверждения. 

Утверждение 2.  Если �̄� ≠ 𝜇𝐼, то задача сводится к одной из двух задач одномерной 

оптимизации 𝑚𝑎𝑥
�̄�+�̄�

√�̄�2+�̄�
 , при ограничении �̄� + 𝐵 ̄ ≥ 0 ; или  𝑚𝑎𝑥

−�̄�+�̃�

√�̄�2+�̄�
  при ограничении −�̄� +

�̃� ≥ 0. Следующее утверждение касается существования решения задачи о максимуме 

вероятности. 

Утверждение 3. Если �̄� ≠ 𝜇𝐼, то задача максимизации вероятности имеет решение тогда 

и только тогда, когда либо �̄� > 0 , либо �̃� > 0. 

Если задача не имеет решения, то критерию следует добавить слагаемое, налагающее 

штраф за рост нормы вектора Z . Таким образом, первую задачу ПИФа лучше сформулировать 

следующим образом: 𝑚𝑎𝑥 (
(𝑍,�̄�𝑡)−𝜃

√(�̄�𝑡𝑍,𝑍)
− 𝛿(𝑍, 𝑍)) при ограничениях: (𝐼, 𝑍) = 1,(𝑍, �̄�𝑡) ≥ 𝜃, 𝛿 > 0 . 

Легко показывается, что данная задача всегда имеет решение.  

Если 𝑅 = 𝜇𝐼, 𝜇 ≥ 𝑔/𝛼, то оптимальное решение  𝑍∗ =
1

((𝐶)
−1

𝐼,𝐼)
(𝐶)

−1
𝐼. 

В первом информационном регламенте вторая задача ПИФа будет иметь вид: 

𝑚𝑎𝑥 [(𝑍, �̄�) − 𝛾√(�̄�𝑍, 𝑍)], при ограничениях (𝑍, 𝐼) = 1,  (𝑍, �̄�) − 𝛾√(�̄�𝑍, 𝑍) ≥ 𝑔. Множитель   



однозначно определяется из равенства: 𝛷(𝛾) = 𝛽, 𝛽 ≥ 0.5 , 𝛷  - функция Лапласа. Ограничение 

(𝑍, �̄�𝑡) ≥ 𝜃 выполняется при 𝛽 ≥ 0.5 . Целевая функция данной задачи является вогнутой, так 

как  𝛾 ≥ 0. Рассмотрим задачу без второго ограничения и 𝑍∗ - решение этой задачи. 

Справедливо утверждение. 

Утверждение 4. Вторая задача ПИФа имеет решение тогда и только тогда, когда (𝑍∗, �̄�) −

𝛾√(�̄�𝑍∗, 𝑍∗) ≥ 𝑔 .  

Рассмотрим применение ПИФом эмпирического закона распределения, порождаемого 

последовательностью  𝑅1, 𝑅2, … 𝑅𝑡. Для эмпирической функции распределения вероятность 

𝑃((𝑍, 𝑅) ≥ 𝜃) = 1 −
𝑀𝑖𝑠

𝑡
,  𝑀𝑖𝑠 = ∑ 𝐼{(𝑍,𝑅𝑖)<𝜃}

𝑡
𝑖=1 , поэтому задача ПИФа заключается в 

следующем: требуется найти  𝑚𝑖𝑛 𝑀𝑖𝑠 при ограничениях: (𝑍, 𝐼) = 1, (𝑍, �̄�) ≥ 𝑔/𝛼. К 

сожалению, функции 𝐼{(𝑍,𝑅𝑖)<𝜃} не являются выпуклыми, поэтому воспользуемся выпуклой 

оценкой сверху данных функций: 𝐼{(𝑍,𝑅𝑖)<𝜃} ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝜃 + 1 − (𝑍, 𝑅𝑖), 0}  и рассмотрим выпуклую 

задачу 𝑚𝑖𝑛 ∑ 𝑚𝑎𝑥{𝜃 + 1 − (𝑍, 𝑅𝑖), 0}𝑡
𝑖=1   при ограничениях:  (𝑍, 𝐼) = 1, (𝑍, �̄�) ≥ 𝜃. Данную 

задачу будем рассматривать как первую задачу ПИФа, которую можно решать как задачу 

обучения с учителем в реальном времени.   

Для второй задачи ПИФа воспользуемся предыдущим неравенством, из которого следует, 

что решение задачи max 𝜃  при ограничениях:  
1

𝑡
∑ 𝑚𝑎𝑥{𝜃 + 1 − (𝑍, 𝑅𝑖), 0}𝑡

𝑖=1 ≤ 1 − 𝛽, (𝑍, 𝐼) =

1, (𝑍, 𝑅) ≥ 𝜃, 𝜃 ≥ 𝑔 , является оценкой снизу для решения второй задачи ПИФа.  

Как уже отмечалось, задача агента – это задача прогноза, для решения которой 

естественно использовать обучение с учителем в реальном времени.  

Например, прогноз вероятности случайного события, которую агент применяет в своем 

смешанном решении, может выглядеть следующим образом. Допустим прогноз выражается 

равенством: 𝑃𝑡+1(𝐴) = 𝜑((𝑎, 𝛿𝑡−𝑚
𝑡 )), 𝜑 – функция активации со значениями в интервале [0,1], 

𝑎 – параметр, подлежащий определению в результате обучения, 𝛿𝑖 = 𝐼{𝐾𝑖≥𝑔/𝛼}, 𝛿𝑡−𝑚
𝑡 =

𝛿𝑡−𝑚 , 𝛿𝑡−𝑚+1, … , 𝛿𝑡, (. , . ) – скалярное произведение. Качество оценки -  𝜓𝑡+1(𝑎)  определяется 

после измерения 𝛿𝑡+1 следующим образом: 𝜓𝑡+1(𝑎) = 𝛿𝑡+1𝑙𝑛
𝜑((𝑎,𝛿𝑡−𝑚

𝑡 ))

1−𝜑((𝑎,𝛿𝑡−𝑚
𝑡 ))

− 𝑙𝑛 (1 −

𝜑((𝑎, 𝛿𝑡−𝑚
𝑡 ))) . Для вычисления следующего приближения можно применять различные 

алгоритмы обучения в реальном времени. Например, уравнение 𝑎𝑡+1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛[‖𝑎𝑡 − 𝑎‖2 −

ℎ𝑡𝜓𝑡(𝑎)] получается в результате применения алгоритма зеркального спуска.  

В завершении доклада приводятся и комментируются результаты вычислений на 

реальных данных; приводится и комментируется список литературы.           

 



Алгоритм численного моделирования электронной плотности 

стохастически конвектирующей высокоширотной ионосферы 
G.A. Vlaskov, A.M. Mozhaev 

Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russia 

Для расчета объемного распределения ионосферной плазмы в верхней полярной ионосфере 

необходимо рассмотреть систему уравнений неразрывности вида 
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где Ni – плотность ионов i-го сорта; 
→

V  - скорость поперечного по отношению к магнитному полю переноса плазмы, задаваемая 

моделью конвекции; 

||

→

V  - продольная скорость движения ионов; 

qi – скорость образования ионов i-сорта; 

Li – скорость их рекомбинации. 

Все входящие в уравнение (1) переменные являются в общем случае функциями времени и 

пространства. На высотах главного максимума )300( кмN e  в случае не очень сильных электрических 

полей (Е<50 mV/м) преобладает ион 0+  . Пренебрегая на рассматриваемой высоте продольными 

движениями электронов '

→

V  и обжатием плазмы, получим: 
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где q –функция скорости ионообразования, β – линейный коэффициент рекомбинации. 

Это уравнение представляет собой линейное уравнение первого порядка в частных производных, 

записанное в пространственных координатах (θ,λ) на сфере радиусом Ri . При заданных функциях 
→

V , 

q, коэффициенте рекомбинации β оно позволяет получить горизонтальное распределение электронной 

плотности Ne. Начальным условием задачи предполагается некоторая известная функция: 

),(/),,( 00
 NtN tte ==       (3) 

Чтобы решить задачу, удобно воспользоваться лагранжевым подходом, который наряду с обычным 

(эйлеровым) применяется для описания движения сплошной среды и принят для описания физических 

процессов в F-области ионосферы.  

Источники и механизмы появления нерегулярных магнитных полей в магнитосфере связывают с 

возмущением в солнечном ветре и магнитосферными суббурями, с развитием разнообразных 

плазменных неустойчивостей, приводящих к нерегулярной поляризации авроральной плазмы, с 

появлением полей поляризации в магнитосфере за счет появления нерегулярной ионизации 

высыпающимися электронами и т. д. Предполагаем, что такие поля существуют и порождают 

случайное поле скоростей конвекции. 

Естественно полагать, что скорость конвекции равна: 

�⃗� +  𝑉𝑠𝑡
⃗⃗⃗⃗  ⃗ (4) 

где 𝑉 – скорость регулярного дрейфа, 

𝑉𝑠𝑡
⃗⃗⃗⃗  ⃗ − случайная функция, описывающая скорость стохастического движения плазмы.

Пусть 〈𝑉𝑠𝑡
⃗⃗⃗⃗  ⃗〉 = 0 (здесь и всюду угловые скобки обозначают математическое ожидание).

𝑑𝑖𝑣 𝑉𝑠𝑡
⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0

Для построения модели конвекции, учитывающей флуктуации электрического поля используется 

датчик случайных чисел. Нерегулярное магнитное поле моделируется с помощью датчика случайных 

независимых равномерно распределенных чисел. В авроральной области 𝛳1 < 𝛳 < 𝛳2 наблюдаются

флуктуации конвекции с амплитудой, равной 25 мV/м и 5 мV/м в полярной шапке 〈𝛳 <  𝛳1〉.



Рассмотрим подробнее случайную составляющую конвекции. Будем полагать, что стохастический 

перенос является стационарной однородной и изотропной случайной функцией. В случае, когда 

выполняются условия: 

𝑇 ≫  𝜏 и  〈 ²(𝜏)〉 ≪ 𝑙2     (5) 

где  𝜏 – время корреляции случайного переноса 𝑉𝑠𝑡
⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 

𝑙 – пространственный  радиус корреляции случайного поля 𝑉𝑠𝑡
⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 

〈 ²(𝜏)〉 – средний квадрат  стохастического смещения частиц  (магнитных силовых 

трубок) за время 𝜏,  

𝑇 – характерное время изменения параметров задачи. 

Таким образом случайные смещения могут быть описаны стохастическим дифференциалом вида 

𝑑 = 𝑉𝑑𝑡 +  𝜎𝑑(𝑡)      (6) 

где 𝑑(𝑡) – смещение, обусловленное стохастическим переносом, 

 𝜎 – параметр, характеризующий интенсивность флуктуационного движения,  

(𝑡) – винеровский процесс. 

Данная формула описывает горизонтальный диффузионный перенос совокупности частиц, и 𝜎2/2 

является при этом коэффициентом диффузии и имеет соответственно размерность 𝑀2/𝑐. Величина 

этого коэффициента в таких физических процессах, как правило, может быть получена только 

экспериментальным путем. Произведем приблизительную оценку параметров. Средний квадрат 

смещения 〈 ²〉 растет со временем для винеровского процесса по формуле 〈 ²〉 =  𝜎2𝑡 . Заменим 

непрерывный винеровский процесс соответствующим дискретным марковским процессом случайных 

блужданий, введя при этом эффективную среднюю длину 𝐿0 и среднее время 𝜏0 свободного пробега 

частицы. Тогда получим выражение для среднего квадрата смещения за 𝑁 случайных шагов в виде  

〈 ²〉𝑁 = 𝑁𝐿0
2 = 𝜎2𝑁𝜏0       

Откуда 𝜎 =  
𝐿0

√𝜏0
       (7) 

Подставляя 𝜏0 = 
𝐿0

〈𝑉𝑠𝑡〉
      (8) 

получим 𝜎 =  √〈𝑉𝑠𝑡〉 ∗ 𝐿0     (9) 

Предположим, что флуктуации �⃗�  в авроральной зоне достигают 25 мV/м, а в полярной шапке 5 

мV/м. Это дает соответственно 〈𝑉𝑠𝑡〉 = 500 м/с и 100 м/с. Полагая 𝐿0 = 10 км, получим для авроральной 

зоны 𝜎 = 2500 м/с
1

2⁄ , а для полярной шапки 500 м/с
1

2⁄ . Принять такие значения для величин 𝐿0 , 〈𝑉𝑠𝑡〉 

позволяет анализ экспериментальных данных о флуктуациях �⃗� . 
Будем считать, что стохастическое движение магнитных силовых трубок в плоскости (x, y) можно 

описать двумерным винеровским процессом в виде броуновских траекторий. Разобьем движение 

трубок на дискретные временные интервалы ∆𝑡. Тогда траекторию движущейся трубки можно 

заменить ломаной с координатами {𝑥𝑖 , 𝑦𝑖} , (i= 0,1,2…), вычисляемым по формулам: 

𝑋𝑖+1 = 𝑋𝑖 + 𝑉𝑥(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) ∆𝑡 + 𝜎√∆𝑡
𝑖

𝑌𝑖+1 = 𝑌𝑖 + 𝑉𝑦(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖) ∆𝑡 + 𝜎√∆𝑡
𝑖

   (10) 

где 𝑉𝑥 , 𝑉𝑦 – компоненты скорости регулярной конвекции, 
𝑖
,

𝑖
 – независимые нормально 

распределенные случайные числа  (математическое ожидание = 0, дисперсия = 1). 

 𝑋𝑖 , 𝑌𝑖  – координаты, принадлежащие отрезку [(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖), (𝑋𝑖+1, 𝑌𝑖+1)]. 
 𝑋0, 𝑌0 – некоторое стартовое положение в начальный момент времени. 

Строго говоря, 𝜎 является функцией координат и имеет тензорный характер в случае анизотропных 

флуктуаций поля скоростей. Здесь же для просто ты считаем 𝜎 изотропной и постоянной величиной. 

Данная формула определяется особенностями винеровского процесса. 

Как было отмечено, учет стохастической компоненты магнитосферной конвекции предполагает, 

что магнитные силовые трубки переносящие плазму совершают беспорядочные движения. Очевидно, 

что при этом изменяется горизонтальное распределение электронной плотности в F-области полярной 

магнитосферы. В данном случае следует говорить об электронной плотности 𝑁𝑒как случайном поле 

(стационарном или нестационарном). 

Ставится задача оценить, используя такие представления, пространственные и временные 

флуктуации электронной плотности. Для этого используется уравнение неразрывности с учетом 



стохастического характера конвекции и представлении ее скорости в виде �⃗� + 𝑉𝑠𝑡
⃗⃗⃗⃗  ⃗ . Только некоторые 

весьма сильные упрощения допускают аналитические решения [3]. 

Рассмотрим уравнение неразрывности в чуть более общем случае. Пусть �⃗�  регулярного переноса – 

величина неоднородная в пространстве. Решение задачи при этом существенно усложняется. 

Аналитическое выражение для функции распределения или других вероятностных характеристик не 

удается найти. Поэтому наиболее действенными остаются численные методы, в частности, метод 

Монте-Карло, основанный на идее розыгрыша конкретных значений случайных факторов с 

использованием ЭВМ и датчика псевдослучайных чисел. 

Рассмотрим величину 𝑁𝑒(𝑟 ) в некоторой точке 𝑟  двумерной горизонтальной области ионосферы. 

Она зависит от того, что происходило с данной силовой трубкой в прошлом, то есть какое действие 

оказали процессы ионообразования и рекомбинации. Наличие стохастической компоненты переноса 

не позволяет однозначно определить, через какие зоны и какой интенсивности функции 𝑞 проходила 

траектория этой магнитной силовой трубки. Существенно то, что при этом случайным образом 

меняется ее скорость и направление движения. 

Рассмотрим возможность применения метода Монте-Карло для следующей задачи: необходимо 

выяснить распределение магнитной плотности в области x > 0, устанавливающееся под действием 

регулярной и стохастической конвекции. Предполагается, что при 𝑥 ≤ 0,𝑁𝑒 = 𝑛0 = const. Считается 

возможным пренебречь вертикальным движением плазмы и принять линейный закон рекомбинации с 

коэффициентом . В этом случае уравнение неразрывности примет вид 

{

∆𝑁𝑒

∆𝑡
+ (𝑉𝑥 + 𝑉𝑠𝑡

𝑥)
∆𝑁𝑒

∆𝑥
+ (𝑉𝑦 + 𝑉𝑠𝑡

𝑦
)

∆𝑁𝑒

∆𝑦
+ 𝑁𝑒 = 0

𝑁𝑒 = 𝑛0 при 𝑥 ≤ 0
  (11) 

где 𝑉𝑥 , 𝑉𝑦 – проекции скорости регулярной, 

𝑉𝑠𝑡 
𝑥 , 𝑉𝑠𝑡

𝑦
 – стохастической конвекции на оси x и y. 

Решение данного уравнения для (x > 0) имеет вид 

𝑁𝑒(𝑋, 𝑌)𝑡 = 𝑛0 exp (−  𝑡𝑥𝑦)     (12) 

где  𝑡𝑥𝑦 – время, затраченное на движение магнитной силовой трубки от стартового положения до 

точки с координатами x, y. 

В различные моменты времени 𝑡 в точку с этими координатами попадают различные частицы и на 

их движение затрачивается различное время  𝑡𝑥𝑦. Из-за случайного характера движений частиц 

величины  𝑡𝑥𝑦 и плотности 𝑁𝑒(𝑋, 𝑌) также является случайными. 

Несложно вычислить математическое ожидание и дисперсию 𝑁𝑒(𝑋, 𝑌) приближенно. Разыграв 

пучок возможных траекторий трубок, приходящих в заданную точку, можно оценить эти величины по 

формулам математической статистики: 

〈𝑁𝑒〉 =
1

𝑘
∑ 𝑁𝑒

𝑖(𝑋, 𝑌)𝑘
𝑖=1

∆𝑁𝑒
2 =

1

𝑘−1
∑ [𝑁𝑒

𝑖(𝑋, 𝑌) − 〈𝑁𝑒〉]
2𝑘

𝑖=1

    (13) 

где 𝑘 – количество построенных траекторий, 

𝑖 – номер конкретной реализации (траектории розыгрыша). 

Особая ценность предложенного метода заключается в том, что он легко распространяется на более 

сложные случаи. 
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Îá îäíîì ñòîõàñòè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ ïðîèçâîäíûìè
â ñðåäíåì, ñâÿçàííîì ñ ãèäðîäèíàìèêîé

Þ.Å. Ãëèêëèõ

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì ñëåâà
D∗ è ñèììåòðè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé (òåêóùåé ñêîðîñòè) DS, à òàêæå îïèñàíèå ãðóïï
ñîáîëåâñêèõ Hs äèôôåîìîðôèçìîâ ïëîñêîãî n-ìåðíîãî òîðà, s > n

2
+ 1, èìåþòñÿ â

[1].
Íà ãðóïïå Hs äèôôåîìîðôèçìîâ ïëîñêîãî n-ìåðíîãî òîðà ðàññìîòðèì ïðî-

öåññ ξ(t), óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùåé ñèñòåìå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ñðåäíåì:

D∗D∗ξ(t) = 0
D∗ξ(t) = 2DSξ(t)

(1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå D∗ξ(t) = u(t)ξ(t) è ïðàâûìè ñäâèãàìè íà ãðóïïå ïåðåíå-
ñåì âñå u(t)ξ(t) â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå e ãðóïïû. Ïðè ýòîì óñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîé îæèäàíèå, âõîäÿùåå â îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì, ñòàíî-
âèòñÿ îáû÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì. Òàê ÷òî â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå â
åäèíèöå ãðóïïû ìû ïîëó÷àåì äåòåðìèíèðîâàííóþ êðèâóþ ue(t).

Òåîðåìà 1 ue(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Áþðãåðñà è óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Gliklikh Yu.E. Global and stochastic analysis with applications to mathematical
physics. London: Springer-Verlag, 2011. 460 p.
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Î ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÏÅÐÊÈÍÑÀ Â ÇÀÄÀ×Å

ÂËÎÆÅÍÈß ÑÊÎÐÎÕÎÄÀ

À.À. Ãóùèía Ì.À.Íåäîøèâèíb

a Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ, Ìîñêâà, Ðîññèÿ,

e-mail: gushchin@mi-ras.ru
b ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà, Ðîññèÿ, e-mail: mishiv96@gmail.com

Çàäà÷à âëîæåíèÿ Ñêîðîõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ µ íà R
òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü íà íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, íà êîòîðîì çàäàíî áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå B = (Bt)t>0, ìîìåíò îñòàíîâêè τ , äëÿ êîòîðîãî Law(Bτ ) = µ, è êîòîðûé îá-
ëàäàåò òåìè èëè èíûìè æåëàåìûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, Ïåðêèíñ [1] â 1986 ã.
ïðåäëîæèë êîíñòðóêöèþ ìîìåíòà τ∗, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà Bτ , ãäå Bt := sups6tBs �
òåêóùèé ìàêñèìóì ïðîöåññà B, ìèíèìàëüíà îòíîñèòåëüíî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîðÿäêà,
ò.å. P(Bτ∗ > λ) 6 P(Bτ > λ) äëÿ âñåõ λ > 0 è âñåõ ðåøåíèé τ çàäà÷è âëîæåíèÿ Ñêîðî-
õîäà. Ïåðêèíñ ïðåäïîëàãàë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå µ öåíòðèðîâàíî, îáùèé ñëó÷àé (â òîì
÷èñëå, êîãäà µ íå èíòåãðèðóåìî) áûë ðàññìîòðåí Êîêñîì è Õîáñîíîì [2].

Â 1993 ã. Ðîäæåðñ [3] îõàðàêòåðèçîâàë êëàññ Π âñåõ âîçìîæíûõ ñîâìåñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé òåðìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ ï.í. ñõîäÿùåãîñÿ íåïðåðûâíîãî ëîêàëüíîãî ìàð-
òèíãàëà, âûõîäÿùåãî èç 0, è åãî ìàêñèìóìà. Ýòà õàðàêòåðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü
ðåàëèçàöèþ êîíñòðóêöèè Ïåðêèíñà íà äâà øàãà. Îáîçíà÷èì π1 è π2 ìàðãèíàëüíûå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ìåðû π ∈ Π. Ïåðâûé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî îäíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ µ íàéòè

min
π∈Π: π1=µ

π2, (1)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ â ñìûñëå ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç π∗

ìåðó èç Π, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, òî âòîðîé øàã çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
ìîìåíòà îñòàíîâêè τ∗, äëÿ êîòîðîãî Law(Bτ∗ , Bτ∗) = π∗. Åñëè ïåðâûé øàã ñäåëàí,
òî ðåçóëüòàò Ðîäæåðñà äàåò ÿâíûé âèä τ∗. Òàêæå áûëî áû èíòåðåñíî ïîëó÷èòü ÿâíîå
âûðàæåíèå äëÿ τ∗ èç íåÿâíîé êîíñòðóêöèè äëÿ τ∗ èç ðàáîòû [4] â ñî÷åòàíèè ñ íàéäåííîé
â äàííîé ðàáîòå õàðàêòåðèçàöèåé îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π∗, ñì. òåîðåìó íèæå.

Èòàê, íàøà öåëü ñîñòîèò â ðåøåíèè çàäà÷è (1). Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îïèñûâàþò
êëàññ Π ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåðìèíàëüíîãî çíà÷åíèÿ ï.í. ñõîäÿùåãîñÿ íåïðå-
ðûâíîãî ëîêàëüíîãî ìàðòèíãàëà, âûõîäÿùåãî èç 0, è åãî ìàêñèìóìà, ñì. [3], [4]:

π ∈ Π,

åñëè
π((x, y) : y > 0, y > x) = 1,

ôóíêöèÿ λ λπ(y > λ) +

∫
{y6λ}

xπ(dx, dy) ìîíîòîííî íå óáûâàåò.

Íàì áóäåò óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè â R2, à ñ ïàðàìè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí (X,Y ), êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè íà îäíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå
ìîæåò áûòü ðàçíûì â ðàçíûõ ìåñòàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå µ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

Law(X) = µ.

Èññëåäîâàíèå À. À. Ãóùèíà âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 20-01-00646.
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Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàêîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (X∗, Y ∗), ÷òî Law(X∗, Y ∗) ∈ Π,
Law(X∗) = µ è äëÿ ëþáîãî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Law(X,Y ) ∈ Π ñ ìàðãèíàëüíûì
µ ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå, áóäåò âûïîëíåíî

P(Y > λ) > P(Y ∗ > λ), λ > 0.

Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ Law(X) = µ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

F (x) := P(X 6 x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X,

Q(u) := inf{x : F (x) > u}, u ∈ (0, 1), � âåðõíÿÿ êâàíòèëüíàÿ ôóíêöèÿ X,

J(x) :=

∫ x

0

F (t) dt � èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ X,

K(u) := sup
x∈R

[xu− J(x)] � èíòåãðàëüíàÿ êâàíòèëüíàÿ ôóíêöèÿ X.

Ôóíêöèÿ K íåîòðèöàòåëüíà è âûïóêëà, infuK(u) = 0, K(0) = E(X−), K(1) = E(X+),
Q(u) ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ïðîèçâîäíîé K â òî÷êå u äëÿ u ∈ (0, 1). Ýòè è äðóãèå ôàêòû
ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [5].

Çàäàäèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X∗ è Y ∗ íà èíòåðâàëå (0, 1) ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé
è ìåðîé Ëåáåãà P. À èìåííî, ïîëîæèì X∗(u) = Q(u), u ∈ (0, 1), è îïðåäåëèì Y ∗(u) =
X∗(u), åñëè Q(u) > 0. Åñëè Q(u) < 0 è u > 0, òî îïðåäåëèì Y ∗(u) êàê åäèíñòâåííûé
êîðåíü óðàâíåíèÿ (ñ íåèçâåñòíûì λ)

λ(1 + u)− J(λ) = K(u). (2)

Y ∗(u) ñòðîãî óáûâàåò è íåïðåðûâíà, êîãäà u ìåíÿåòñÿ îò 0 äî sup{u : Q(u) < 0} =
P(X < 0), ïðè ýòîì Y ∗(u) èçìåíÿåòñÿ îò λ0 äî 0, ãäå λ0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ (2) ïðè
u = 0, åñëè îí ñóùåñòâóåò, è +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; åñëè λ0 < ∞, òî E(X ∧ λ0) = 0.
Îáðàòíîå ê Y ∗(u) îòîáðàæåíèå îáîçíà÷èì V ∗(λ), 0 < λ < λ0.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå µ.
1. Äëÿ ïîñòðîåííûõ âûøå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X∗ è Y ∗ èìåþò ìåñòî Law(X∗) = µ

è Law(X∗, Y ∗) ∈ Π.
2. Äëÿ ëþáîé ïàðû (X,Y ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ Law(X) = µ è Law(X,Y ) ∈ Π

P(Y > λ) > P(Y ∗ > λ), λ > 0.

3. Â êëàññå Π ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàðãèíàëüíûìè Law(X∗)
è Law(Y ∗), à èìåííî Law(X∗, Y ∗). Â ÷àñòíîñòè, ìèíèìóì â (1) äîñòèãàåòñÿ íà åäèí-
ñòâåííîé ïàðå.

4. Îïòèìàëüíàÿ ïàðà (X∗, Y ∗) óäîâëåòâîðÿåò ï.í.

X∗ =

{
Y ∗, åñëè X∗ > 0;
Q(V ∗(Y ∗)) åñëè X∗ < 0.

Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî ïðåäøåñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå è Law(X∗) = µ, òî (X∗, Y ∗)
� îïòèìàëüíàÿ ïàðà.
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Применение бинарного дерева в задачах управления процессами 

с разладкой 

(Данилова Н.В., Белявский Г.И., Южный федеральный университет, г. Ростов-на-Дону) 

 

В докладе рассматривается задача управления для бинарной модели с разладкой. 

Рассматривается апостериорный подход, то есть в результате наблюдения обнаруживается 

разладка с последующей четкой и нечеткой кластеризацией вершин дерева. На основе этой 

кластеризации выстраивается алгоритм решения задачи.  Используются как симметричный, так 

и несимметричный штрафы за недостижение поставленной цели управления. Далее 

анализируется возможность использования бинарной модели в качестве средства приближения 

непрерывной модели Блэка-Шоулса с разладкой, причем исследуется возможность редукции 

NP - полной задачи к P - полной задаче с потерей информации.  

Задача управления решается в следующей постановке:  

𝑚𝑖𝑛
𝛽,𝑥0

𝐸(𝛷(У𝑁, 𝜉)), при ограничениях: У𝑛 = 𝑦0 + ∑ 𝛽(𝑖)𝑛
𝑖=1 Δ𝑆𝑖 ,  𝑛 ∈ {1, … , 𝑁}, Δ𝑆𝑛 =

𝜑(𝑆𝑛−1)𝑎𝑋𝑛 𝑏1−𝑋𝑛 ,   𝑋𝑛 ∈ {0,1}, 𝑃(𝑋𝑛 =  1 𝑛 < 𝜃⁄ ) = 𝑞∞, 𝑃(𝑋𝑛 =  1 𝑛 ≥ 𝜃⁄ ) = 𝑞0. ,     𝑦0 ≤ 𝛼. 

Разладка  𝜃 – случайная величина с множеством значений 𝒁 = {1,2, … } и известным 

распределением вероятностей. Предполагается, что математическое ожидание 𝐸|𝛷(𝑌𝑁 , 𝜉)| < ∞.  

Модель функционирует на естественном стохастическом базисе 〈Ω, (𝐹)𝑛≥0, 𝐹, 𝑃〉. Справедливо 

утверждение. 

Утверждение. Если мартингальная мера 𝑃∗ (〈𝑆𝑛 , 𝐹𝑛 , 𝑃∗〉 - мартингал) существует и 

единственная, если существует решение задачи min
𝜂

𝐸(𝛷(𝜂, 𝜉)) при ограничении: 𝐸∗𝜂 ≤ 𝛼, то 

задача управления имеет решение.  

В этой задаче первое математическое ожидание вычисляется по исходной мере, в 

формировании которой участвует разладка. Второе математическое ожидание вычисляется по 

мартингальной мере. 

 Схема решения задачи управления такова: сначала находится 𝜂∗ - решение задачи: 

min
𝜂

𝐸(𝛷(𝜂, 𝜉)) при ограничении: 𝐸∗𝜂 ≤ 𝛼, затем вычисляется мартингал 𝑌𝑛 = 𝐸∗(𝜂∗/𝐹𝑛)  и 

разложение мартингала 𝑌 по мартингалу 𝑆. 

В рассматриваемой модели существует единственная мартингальная мера, если для 

параметров модели выполняется неравенство: 𝑎 < 0 < 𝑏. 

Сначала в докладе рассматривается бинарное дерево с вершинами [(А𝑛
𝑖 )

𝑖=0

2𝑛−1
]

𝑛=0

𝑁

в 

котором 𝐴𝑛
𝑖 → {𝐴𝑛+1

2𝑖 , 𝐴𝑛+1
2i+1}. Установливается изоморфизм между отрезками бинарной 



последовательности 𝜔1
𝑛 и вершинами дерева 𝐴𝑛

𝑖 . Этот изоморфизм задается следующим 

образом: отрезок бинарной последовательности 𝜔1
𝑛 изоморфен вершине  𝐴𝑛

𝑖  тогда и только 

тогда, когда 𝑖 = ∑ 2𝑛−𝑘𝜔𝑘
𝑛
𝑘=1 .  

Разладка в модели заменяется на ее оценку моментом остановки. Рассмотрим 

произвольный момент остановки 𝜏, например, оценку разладки. Момент остановки разделяет 

вершины дерева на два класса в соответствии с правилом: вершина 𝐴𝑛
𝑖   относится к первому 

классу (𝐻1) вершин, если 𝜏(𝐴𝑛
𝑖 ) = 𝑛; если 𝐴𝑛

𝑖  относится к первому классу, то вершины 𝐴𝑛+1
2𝑖  и 

𝐴𝑛+1
2𝑖+1 также относятся к первому классу. Остальные вершины дерева относятся ко второму 

классу (𝐻2).  

Исходная мера в модели вычисляется с помощью рекуррентных уравнений, которые 

используют разбиение вершин дерева моментом остановки. Эти уравнения имеют следующий 

вид: 

𝑃(𝐴𝑛
2𝑖+1) =  {

𝑞0𝑃(𝐴𝑛−1
𝑖 ), 𝐴𝑛−1

𝑖 ∈ 𝐻1

𝑞∞𝑃(𝐴𝑛−1
𝑖 ) , 𝐴𝑛−1

𝑖 ∈ 𝐻2  
,𝑃(𝐴𝑛

2𝑖) =  {
(1 − 𝑞0)𝑃(𝐴𝑛−1

𝑖 ), 𝐴𝑛−1
𝑖 ∈ 𝐻1

(1 − 𝑞∞)𝑃(𝐴𝑛−1
𝑖 ) , 𝐴𝑛−1

𝑖 ∈ 𝐻2  
, 𝑃(𝐴0

0) = 1. 

Далее рассматривается случайное блуждание:  𝜍0 = 0, 𝜍𝑛 = 𝜍𝑛−1 + 𝑋𝑛 и редуцированное 

дерево с вершинами {𝐴𝑛
𝑖 }

𝑖=0

𝑛
, 𝑛 = 1,2 … , 𝑁, и дугами 𝐴𝑛

𝑖 → 𝐴𝑛+1
𝑖 , 𝐴𝑛

𝑖 → 𝐴𝑛+1
𝑖+1 . Изоморфизм 

устанавливается между случайной величиной: 𝜍𝑛  и вершиной 𝐴𝑛
𝜍𝑛 . Для данного дерева мы 

используем нечеткую классификацию. Принадлежность вершины классу 𝐻1 рассматривается 

как случайное событие, которое наступает с вероятностью 𝑃(𝐴𝑛
𝑖 ∈ 𝐻1) = 𝑝𝑛.𝑖. Вероятности 𝑝𝑛.𝑖 

выражаются через отношения правдоподобия 𝜓𝑛(𝑖) =
𝑃(𝜃≤𝑛 / 𝜍𝑛=𝑖)

𝑃(𝜃>𝑛 / 𝜍𝑛=𝑖)
=

𝜁𝑛(𝑖)

𝐶𝑛
𝑖 𝑞∞

𝑖 (1−𝑞∞)𝑛−𝑖𝑃(𝜃>𝑛)
, 

𝜁𝑛(𝑖) = ∑ 𝑃(𝜍𝑛 = 𝑖 / 𝜃 = 𝑗)𝑛
𝑗=1 𝑃(𝜃 = 𝑗), а именно, 𝑝𝑛,𝑖 =

𝜓𝑛(𝑖)

1+𝜓𝑛(𝑖)
 . В докладе приводятся 

равенства, позволяющие вычислить 𝜁𝑛(𝑖). Вероятности 𝑝𝑛,𝑖  позволяют вычислить исходную 

меру для данной модели следующим образом  

𝑃(𝐴0
0) = 1, 𝑃(𝐴𝑛

0 ) = 𝑃(𝐴𝑛−1
0 ) ((1 − 𝑞0)𝑝𝑛−1,0 + (1 − 𝑞∞)(1 − 𝑝𝑛−1,0)), 𝑃(𝐴𝑛

𝑛) =

𝑃(𝐴𝑛−1
𝑛−1) (𝑞0𝑝𝑛−1,𝑛 + 𝑞∞(1 − 𝑝𝑛−1,𝑛)), 𝑃(𝐴𝑛

𝑖 ) = 𝑃(𝐴𝑛−1
𝑖 ) ((1 − 𝑞0)𝑝𝑛−1,𝑖 + (1 − 𝑞∞)(1 −

𝑝𝑛−1,𝑖)) + 𝑃(𝐴𝑛−1
𝑖−1 ) (𝑞0𝑝𝑛−1,𝑖 + 𝑞∞(1 − 𝑝𝑛−1,𝑖)), 𝑖 ≠ 0, 𝑖 ≠ 𝑛.  

В докладе рассматривается бинарная аппроксимация уравнения Блэка – Шоулса с 

разладкой: 𝑑𝑆𝑡 = 𝑆𝑡 ((𝑚1𝐼(𝑡 < 𝜃) + 𝑚2𝐼(𝑡 ≥ 𝜃))𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑊𝑡), 𝑊𝑡 – стандартное броуновское 

движение, которая выглядит следующим образом: ∆𝑆𝑛ℎ
ℎ = 𝑆(𝑛−1)ℎ

ℎ (𝜎√ℎ)
𝑋𝑛

(−𝜎√ℎ)
1−𝑋𝑛

, 𝑞∞ =

𝑃(𝑋𝑖 = 1  /  𝑖 ≤ 𝜃) =
1

2
+

𝑚1√ℎ

2𝜎
, 𝑞0 = 𝑃(𝑋𝑖 = 1 𝑖 > 𝜃⁄ ) =

1

2
+

𝑚2√ℎ

2𝜎
.  



Для этой модели рассматриваются задачи оптимального инвестирования для различных 

критериев качества портфеля инвестиций.  

В докладе приводятся и комментируются примеры вычислений. Приводится и 

комментируется список литературы.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Димитров Д.В. (Москва, Россия) — Статистические методы определения
неоднородностей волокнистых материалов с помощью статистик ближай-
ших соседей.

В работе рассматривается применение оценок k-ближайших соседей дивергенции
Кульбака–Лейблера [5] к поиску областей неоднородности в материалах. Асимпто-
тические свойства таких оценок (а именно: асимптотическая несмещенность и L2 -
состоятельность) были доказаны в недавней работе [2]. В статьях [1, 3] оценки диф-
ференциальной энтропии Шеннона применяются для обнаружения неоднородностей
в волокнистом материале, заполняющем параллелепипед Π ⊂ R3. Используется есте-
ственный подход, при котором выбирается скользящее окно достаточно малого разме-
ра, в пределах которого оценивается некоторая характеристика материала (фактически
дифференциальная энтропия Шеннона распределения направлений волокон). Затем на
основе собранных характеристик делается статистический вывод о свойствах этого ма-
териала.

В статье [4] оценки дивергенции Кульбака-Лейблера используются для обнаруже-
ния многомерных пространственных кластеров в модели Бернулли. Нами развиваются
и обобщаются идеи этой работы для обнаружения произвольных неоднородностей в
волокнистых материалах. Вводится понятие волокна — пары (X,T ), где X — случай-
ный вектор со значениями в Rd1 ∩Π, который по смыслу является центром волокна, а
T — случайный вектор со значениями в Rd2 , который по смыслу является меткой или
некоторым свойством волокна (например, направлением в пространстве). Именно среди
таких меток и будет искаться неоднородность. Здесь предполагается, что Π — некото-
рое объемлющее множество или материал, Π ∈ B(Rd1), 0 < µRd1 (Π) < ∞, µRd1 — мера
Лебега в пространстве

(
Rd1 ,B(Rd1)

)
); P(X ∈ B) =

µRd1 (B)

µRd1 (Π) для любого борелевского

B ∈ B(Rd1)∩Π, а T имеет следующую природу: T = ξ ·1{X ∈ R0}+η ·1{X ∈ Π\R0}, где
ξ, η – некоторые случайные векторы со значениями в Rd2 , law(ξ) ̸= law(η), pξ :=

dPξ

dµRd2
,

pη :=
dPη

dµRd2
, R0 ∈ B(Rd1) ∩ Π, 0 < µRd1 (R0) < µRd1 (Π). В этом случае назовём R0

областью неоднородности. Все случайные элементы определены на пополненном веро-
ятностном пространстве (Ω,F ,P).

Рассматривается модель (см. Рис. 1), в которой наблюдателю доступны {Xi, Ti, i ∈
{1, . . . , ζn}}, ζn ∼ Pois(λn ·µRd1 (Π)), где для любого n ∈ N, λn > 0, λn → ∞, n → ∞. От-
метим также, что {Xi, Ti, ζi, i ∈ N} предполагаются независимыми, law(Xi) = law(X),
law(Ti) = law(T ) для любого i ∈ N. Для каждого множества R из некоторого набо-
ра множеств R строится оценка T̂n(R) := 1

2

(
D̂n(R) + D̂n(R)

)
, где D̂n(A) – оценка

k-ближайших соседей дивергенции Кульбака-Лейблера (см. статью [2]) между распре-
делением меток Tj внутри окна A (то есть при Xj ∈ A) и вне его (то есть при Xj ∈ Π\A).
Оценка области неоднородности R̂n полагается равной аргументу максимума такой спе-
циальной статистики T̂n(R), взятого по всем окнам R ∈ R, то есть R̂n := argmax

R∈R
T̂n(R).

При широких условиях на плотности pξ и pη удается доказать состоятельность пред-
ложенной процедуры.

Теорема 1 Пусть для некоторых ε,R > 0, N ∈ N, f ∈ {pξ, pη}, g ∈ {pξ, pη} функцио-
налы Kf,g(2, N), Qf,g(ε,R), Tf,g(ε,R) конечны. Тогда

P

(
R̂n ∈ argmax

R∈R
dΠ(R,R0)

)
→ 1, n → ∞.

Здесь dΠ(R,R0) :=
∣∣∣µ(RR0)

µ(R) − µ(RR0)

µ(R)

∣∣∣, R := Π \ R, а определения функционалов Kf1,f2 ,
Qf1,f2 , Tf1,f2 для плотностей f1, f2 можно найти в статье [2].

Работа выполнена при поддержке гранта МГУ им.М.В.Ломоносова “Современные проблемы фун-
даментальной математики и механики”.
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Рис. 1: Исследуемый волокнистый материал Π с областью неоднородности R0

В процессе доказательства Теоремы 1 также устанавливаются новые результаты,
касающиеся асимптотической несмещенности и L2-состоятельности оценок D̂n(A) (в
оценку входит сумма пуассоновского числа случайных величин; ранее в работе [2]
асимптотические свойста были установлены только для оценок, вовлекающих суммы
постоянного числа схожих случайных величин).
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Оптимальное управление линейной стохастической системой

В.Г. Задорожний, Воронежский госуниверситет

Рассматривается управляемая линейная система дифференциальных уравнений
dx

dt
= ε(t)Ax+ bu(t) (1)

с начальным условием
x(t0) = x0 (2)

и квадратичным критерием качества управления

I =
1

2

∫ t1

t0

∫ t1

t0

[⟨B(s1, s2)E[x(s1)], E[x(s2)]⟩+

C(s1, s2)E[u(s1)]E[u(s2)]]ds1ds2 +
1

2
⟨GE[x(t1)], E[x(t1)]⟩ (3)

Здесь t – вещественная переменная (время), t0, t1 – заданные числа, x является n-мерной
векторной функцией, A – заданная вещестенная матрица размера n× n, b – заданный
n-мерный вектор, u(t) – скалярная функция (управление), x0 – случайный вектор, ⟨·, ·⟩
обозначает скалярное произведение, ε – случайный процесс, заданный характеристи-
ческим функционалом ψ(v), B(s1, s2) – заданная самосопряженная неотрицательная
матричная функция размера n× n, C(s1, s2) – заданная положительная функция, G –
заданная неотрицательная матрица размера n × n, E[x(t)] обозначает математическое
ожидание случайного процесса.

Постановка задачи. Найти математическое ожидание E[u(t)] независимого с ε слу-
чайного процесса u(t), при котором функционал (3) принимает наименьшее значение и
при этом выполняются условия (1), (2).

Введем функцию χ(s) = χ(t0, t,s) переменной s, которая равна sign(s−t0) если s при-
надлежит отрезку с концами min[t0, t], max[t0, t] и равна нулю, если s не принадлежит
указанному отрезку.

Теорема. Если E[u(t)] является решением задачи, то оно удовлетворяет интеграль-
ному уравнению Фредгольма ∫ t1

t0

W (s, t)E[u(s)]ds = F (t),

в котором

W (s, t) =

∫ t1

s

∫ t1

t

⟨B(s1, t)ψ(−iχ(s, s1)A)E[x0], ψ(−iχ(t, s2)A)b⟩ds2ds1+

C(s, t) + ⟨Gψ(−iχ(s, t1)A)b, ψ(−iχ(t, t1)A)b⟩,

F (t) = −
∫ t1

t0

⟨B(s1, s2)ψ(−iχ(t0, s1)A)E[x0], ψ(−iχ(t, s2)A)b⟩ds1ds2

1



О стационарном распределении процесса
обслуживания неординарных потоков с разделением

времени при пороговом алгоритме переключения

А.В. Зорин

1 Введение
Приоритетные системы обслуживания с динамическими приоритетами (т.е., приоритетны-
ми индексами очередей, зависящим от их длин в момент принятия решения) и повторными
требованиями, рассматривались в работах [1, 2, 3]. Они являются адекватными моделями
для процессов обработки информации в вычислительных комплексах. Основной резуль-
тат этих исследование состоит в следующем: алгоритм назначения приоритетных индек-
сов, для которого будет минимальным математическое ожидание стоимости пребывания
в системе всех требований (за единицу времени или за один рабочий акт обслуживающего
устройства), является классическое правило постоянных приоритетных индексов, которые
назначаются заранее по данным о средних длительностях обслуживания и о стоимостях
пребывания индивидуальных требований за единицу времени.

В то же время, представляют интерес и другие задачи оптимизации. В работе [4] реша-
лась задача минимизации среднего времени достижения процессом заданного множества
состояний. При специальном виде областей разрешенной, финальной и запрещенной, наи-
лучшие результаты (по сравнению с приоритетным алгоритмом и алгоритмом обслужива-
ния самой длинной очереди) показывал «пороговый» алгоритм. В связи с этим, естествен-
на задача анализа процесса обслуживания в классе пороговых алгоримов. В настоящей
работе будет решаться задача определения (вычисления численными методами) стацио-
нарного распределения в терминах производящих функций, что в дальнейшем позволяет
находить теоретические числовые характеристики процесса обслуживания и длин очере-
дей численными методами теории функций комплексного переменного.

2 Постановка задачи
В систему поступают два неординарных пуассоновских потока Π1, Π2. Интенсивность по-
ступления групп требований по потоку Πj, j = 1, 2, равна λj > 0, а вероятность прихода

группы размера n равна f(b, j) > 0, b = 1, 2, . . . ;
∞∑
b=1

f(b, j) = 1. Требования потока Πj

поступают в накопитель Oj неограниченной вместимости. Обслуживание требования из
очереди Oj имеет экспоненциальное распределение с параметром βj. Обслуженное требо-
вание из очереди Oj с вероятностью pj,r поступает на повторное обслуживание в очередь
Or, r = 1, 2, а с вероятностью pj,0 = 1−pj,1−pj,2 > 0 покидает систему. После каждого акта
обслуживания требования из очереди Oj обслуживающее устройство производит опера-
цию внутренней переналадки, длительность которой распределена по показательному рас-
пределению с параметром β̄j. Если в момент окончания переналадки длины очередей опи-
сываются ненулевым вектором (x1, x2), то на обслуживание выбирается требование из оче-
реди s = h(x1, x2), где h(·, ·) есть заданное отображение неотрицательной целочисленной
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решетки X = {0, 1, . . .} × {0, 1, . . .} на множество {0, 1, 2}, причем равенство s = h(x1, x2)
влечет xs > 0, а прообразом точки 0 является только нулевой вектор 0̄ = (0, 0) из решетки
X. Если после окончания переналадки очереди пусты, обслуживающее устройство перехо-
дит в режим ожидания поступления новых требований. При поступлении первой группы
требований в пустую систему мгновенно начинается обслуживание одного и требований в
группе, остальные занимают места в очереди, соответствующей потоку.

Пусть κj(t) — число требований в очереди Oj в момент t > 0, κ(t) = (κ1(t), κ2(t)).
Введем множество Γ = {Γ(0),Γ(1), . . . ,Γ(4)} состояний обслуживающего устройства; здесь
Γ(0) есть состояние ожидания прихода нового требования, в состоянии Γ(j) при j = 1,
2 происходит обслуживание требования их очереди Oj, а при j = 3, 4 осуществляется
акт переналадки после обслуживания требования из очереди Oj−2. Случайный элемент
Γ(t) ∈ Γ задает состояние обслуживающего устройства в момент t > 0.

Процесс {(Γ(t), κ(t)); t > 0} является однородным марковским. Его пространство со-
стояний можно взять в виде {(Γ(0), 0, 0)} ∪ {Γ(1),Γ(2),Γ(3),Γ(4)} ×X ×X. Обозначим

Q(r, x1, x2; t) = P({Γ(t) = Γ(r), κ(t) = (x1, x2)}); fj(z) =
∞∑
b=1

zbf(b, j), |z| 6 1;

Ψ(z1, z2, r; t) = E
(
z
κ1(t)
1 z

κ2(t)
2 I(Γ(t) = Γ(r))

)
=

∞∑
x1=0

∞∑
x2=0

zx11 z
x2
2 Q(r, x1, x2; t), |z1| < 1.|z2| < 1.

Теорема 1. Для r = 1, 2 имеют место уравнения

∂

∂t
Ψ(z1, z2, r; t) = Ψ(z1, z2, r; t)(λ1(f1(z1)− 1) + λ2(f2(z2)− 1)− βr)+

+
2∑
j=1

β̄jE
(
z
κ1(t)
1 z

κ2(t)
2 I({Γ(t) = Γ(2+j), h(κ1(t), κ2(t)) = r})

)
+ λrfr(zr)Q(0, 0, 0; t), (1)

∂

∂t
Ψ(z1, z2, 2 + r; t) = Ψ(z1, z2, 2 + r; t)(λ1(f1(z1)− 1) + λ2(f2(z2)− 1)− β̄r)+

+βrz
−1
r (1 + pr,1(z1 − 1) + pr,2(z2 − 1))Ψ(z1, z2, r; t), (2)

d

dt
Q(0, 0, 0, t) = −(λ1 + λ2)Q(0, 0, 0; t) + β̄1Q(3, 0, 0, t) + β̄2Q(4, 0, 0, t). (3)

3 О решении стационарных уравнений
В дальнейшем нас будут интересовать стационарные вероятности, выбрав которые в ка-
честве начальных получим

Q(r, x1, x2) = lim
t→∞

Q(r, x1, x2; t), Ψ(z1, z2, r) = lim
t→∞

Ψ(z1, z2, r; t).

Обозначим через µj = f ′j(1) средний размер группы по потоку Πj. Введем векторы и
матрицу

β = (β−11 , β−12 ), β̄ = (β̄−11 , β̄−12 ), λ̄ =

(
λ1µ1

λ2µ2

)
, Q =

(
p1,1 p1,2
p2,1 p2,2

)
, I =

(
1 0
0 1

)
.

Пусть матрица (I−Q) обратима.

Теорема 2. Имеют место соотношения

Q(0, 0, 0) = 1− (β + β̄)(I−QT )−1λ̄,

2



Ψ(1, 1, 1) =
β2β(I−QT )−1λ̄− (1, 1)(I−QT )−1λ̄

β2 − β1
,

Ψ(1, 1, 2) =
(1, 1)(I−QT )−1λ̄− β1β(I−QT )−1λ̄

β2 − β1
,

Ψ(1, 1, 3) =
β̄2β̄(I−QT )−1λ̄− (1, 1)(I−QT )−1λ̄

β̄2 − β̄1
,

Ψ(1, 1, 4) =
(1, 1)(I−QT )−1λ̄− β̄1β̄(I−QT )−1λ̄

β̄2 − β̄1
.

Эти формулы не зависят от функции переключения h(·).

Пользуясь методом из работы [4], можно доказать, что условие (β + β̄)(I−QT )−1λ̄ < 1
является необходимым и достаточным для существования стационарного распределения.

Рассмотрим алгоритм порогового типа: пусть L > 0 — целое

h(x1, x2) =


1, если x1 > L или x2 = 0, x1 > 0

2, если x1 6 L, x2 > 0

0, если x1 = x2 = 0

В этом случае, имеют место соотношения (в стационарном случае):

E
(
z
κ1(t)
1 z

κ2(t)
2 I({Γ(t) = Γ(2+j), h(κ1(t), κ2(t)) = 1})

)
= Ψ(z1, z2, 2 + j)−Ψ(0, z2, 2 + j)−

−
L∑
k=1

zk1
k!

∂k

∂zk1
(Ψ(z1, z2, 2 + j)−Ψ(z1, 0, 2 + j))

∣∣∣
z1=0

,

E
(
z
κ1(t)
1 z

κ2(t)
2 I({Γ(t) = Γ(2+j), κ(t) ∈ X2})

)
= Ψ(0, z2, 2 + j)−Ψ(0, 0, 2 + j)+

+
L∑
k=1

zk1
k!

∂k

∂zk1
(Ψ(z1, z2, 2 + j)−Ψ(z1, 0, 2 + j))

∣∣∣
z1=0

,

Ψ(0, 0, 2 + j) = Q(2 + j, 0, 0).

Решение стационарных уравнений в данном случае ведет к громоздким вычислениями, в
следствие чего оказывается затруднительно аналитически выяснять вопросы о разреши-
мости некоторых вспомогательных уравнений, о числе их решений. В докладе обсуждается
возможность использования систем символьных вычислений и компьютерной алгебры для
решения указанной задачи.
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ДРОБНЫХ АБСТРАКТНЫХ
СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ1

Илолов М., Рахматов Дж.Ш.Лашкарбеков С.М.2
ilolov.mamadsho@gmail.com

Задача Коши для дробных абстрактных стохастических
дифференциальных уравнений

ПустьH сепарабельное гильбертово пространство иA действующий
в нем почти секториальный оператор порждающий аналитическую
полугруппу T (t).

Рассмотрим в H дробную задачу Коши

Dα
t X(t) = (AX(t)+F (t,X(t)))dtα+b(t,X(t))dW (t), t ∈ [0, 1], X(0) = ξ,

(1)
где Dα

t - дробная производная Капуто порядка α, 0 < α < 1, W (t) -
винеровский процесс со значениями в некотором другом сепарабельном
векторном пространствеH1. F (t,X) - отбражение изH вH, B(t,X)
- оператор действующий из H в пространстве линейных операторов
Гильберта-Шмидта LHS(H1

Q, H).
Пусть (Ω,F, P ) - вероятностная тройка с нормальной фильтрацией

Ft, t ≥ 0.
С почти секториальным оператором T связаны следующие три

семейства операторов, а именно

T (t) =
1

2πi

∫
Γ

e−tzR(z,A)Dz, t ≥ 0 (2)

S2 =
1

2πi

∫
Γ

Eα(−ztα)R(z,A)Dz, t ≥ 0 (3)

Pα(t) =
1

2πi

∫
Γ

eα(−ztα)R(z,A)Dz, t ≥ 0 (4)

где контурный интеграл Γ ориентирован против часовой стрелки,
Eα(z), eα(z) - функции Миттаг-Леффлера, 0 < α < 1, z ∈ C.

1М. Илолов, Дж.Ш. Рахматов, С.М. Лашкарбеков
2 c© (Душанбе, ЦИРННТ НАНТ), 2021



Запишем задачу Коши (1) в интегральной форме

X(t) = ξ +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[Ax(s) + F (s,X(s))]ds+

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1B(s,X(s))dW (s),

где X-искомый H-значный случайный предсказуемый процесс, ξ−
F0-измеримаяH значная случайная величина,A почти секториальный
оператор порождающий семйства операторов (2), (3), (4); отображение
F (t,X(t)) : H → H;Q-неотрицательный оператор следа вH1 такой,
чтоQej = σ2

j ej ,
∑∞
j=1 σ

2
j <∞; операторB(t,X(t)) - оператор Гильберта-

Шмидта из пространства H1
Q = Q1/2H1 с нормой ‖h‖Q = ‖Q−1h‖H1

в пространствоH, далее пространство операторов Гильберта-Шмидта
из H1

Q в H будем обозначать LHS ; W (t), t ≥ 0 −H1 - значный Q -
винеровский процесс.

При фиксированном T > 0 заданы следующие условия на коэффициенты
F,B:

(i) отображение F : [0, T ] × Ω × H → H, (t, ω, x) → F (t, ω, x)
измеримо из (ΩT ×H,PT ×B(H)) в (H,B(H));

(ii) отображение B : [0, T ] × Ω ×H → LHS , (t, ω, x) → B(t, ω, x)
измеримо из (ΩT ×H,PT ×B(H)) в (LHS ,B(LHS));

(iii) существует такая постоянная c > 0 что F (·) иB(·) удовлетворяют
условиям Липшица и линейного роста:

{
‖F (t, ω, x)− F (t, ω, y)‖H + ‖B(t, ω, x)−B(t, ω, y)‖L ≤ C‖x− y‖H ,
‖F (t, ω, x)‖2H + ‖B(t, ω, x)‖2LHS

≤ C2(1 + ‖x‖2H),

(5)
где x, y ∈ H, t ∈ [0, T ],PT - предсказуемая σ-алгебра на ΩT = [0, T ]×
Ω.

Предсказуемый H-значный процесс X(t), t ∈ [0, T ] называется
слабым решением задачи Коши (1), если

P

(∫ t

0

‖x(s)‖2ds ≤ ∞
)

= 1

для почти всех ω, для любого t ∈ [0, T ] и для любого y ∈ D(A∗)
справедливо равество



< y,X(t) >=< y, ξ > +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t−s)α−1[< A∗y,X(s) > + < y, F (s,X(s)) >]+

+
1

Γ(α)

∫ t

0

< y,B(s,X(s)) > DW (s). (7)

Предсказуемый H-значный процесс X(t), t ∈ [0, T ] называется
мягким решением задачи Коши (1), если выполнены (1) и (6), и
кроме того, X(t) для любого t ∈ [0, T ] удовлетворяет уравнению

X(t) = Sα(t)ξ +

∫ t

0

(t− s)α−1Pα(t− s)F (s,X(s))ds+

+

∫ t

0

(t− s)α−1Pα(t− s)B(s,X(s))dW (s). (8)

Теорема 1. Пусть ξ−F0-измеримая H-значная случайная величина
и условия (i)-(iii) выполнены. Тогда существует мягкое решение X
задачи (1) единственное с точностью до эквивалентности среди
процессов, удовлетворяющих условию (6).

Теорема 2. Пусть X H-значный предсказуемый процесс с интегрируемыми
траекториями, оператор A порождает семейства ограниченных
операторов (2), (3), (4), оператор F (s,X(s)) - отображение из H
в H, оператор B(s,X(s)) удовлетворяет условию существования
интеграла Ито, то есть

E

∫ t

0

‖(t− s)α−1Pα(t− s)B(s,X(s))‖2LHS(H1
Q, Q) <∞.

Если для любого t ∈ [0, T ] и y ∈ D(A∗) решениеX(t) удовлетворяет
равенству (7), тогда X(t) удовлетворяет равенству (8) и обратно.

В детерминированном случае абстрактная задача Коши с почти
секториальными операторами подробно изучена в [1]. Абстрактные
стохастические уравнения с целыми порядками производных и их
приложения рассматриваются в [2], [3].
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé Sn ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè:

• In, IIn � ïåðâàÿ è âòîðàÿ îñíîâíûå ôîðìû ïîâåðõíîñòè Sn;

• IIn ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî n;

• limn→∞ g
(n)
ij = gij , òî åñòü ìåòðèêè íà Sn ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê ìåòðèêå íà

ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè S;

• êîýôôèöèåíòû âòîðûõ ôîðì IIn b
(n)
ij è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñõîäÿòñÿ ïî

ìåðå Âèíåðà â L2.

Ïðåäåëüíóþ ïîâåðõíîñòü ñ ïðåäåëüíûìè æå îñíîâíûìè ôîðìàìè áóäåì íàçûâàòü

ïîâåðõíîñòüþ ïî÷òè îãðàíè÷åííîãî èñêðèâëåíèÿ.

Òåîðåìà 0.1. Íà ïîâåðõíîñòè ïî÷òè îãðàíè÷åííîãî èñêðèâëåíèÿ èìååò ìåñòî óðàâ-

íåíèå Ãàóññà â ñëàáîì ñìûñëå.



Pricing double barrier options under Lévy processes of unbounded variation
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The most popular path-dependent options are barrier options, which include double barrier
options. Let a stochastic process St be a model for the chosen stock price dynamics. Recall that
a double barrier option on the stock is a contract which pays the specified amount G(ST ) at the
terminal date T , provided during its lifetime, the price of the stock does not cross specified constant
barriers D from above and U from below. When at least one of the barriers is crossed, the option
expires worthless, or the option owner is entitled to some rebate.

From a probabilistic viewpoint, one can express double barrier option prices in terms of condi-
tional expectation on a payoff function that depends on the underlying stochastic process and its
extrema. Notice that the known results on pricing double barrier options are rather limited. In
analytical terms, the option pricing problem under consideration leads to a matrix Wiener-Hopf
factorization (see details in [3]), which is not analytically available yet. To treat the problem in
general case numerically, one should apply the Laplace transform (or the Carr’s randomization),
then solve two coupled complex integrodifferential equations that require complicated approximate
formulas for the Wiener-Hopf factors. The overview of the existing numerical methods can be
found in [2, 5, 6, 8, 11, 9, 12, 10]. Therefore, pricing double barrier options in exponential Lévy
models remains a computational challenge.

In the paper [10], the author suggested a new approach for pricing exotic options with a payoff
depending on the infimum and supremum of Lévy processes at expiry. The method suggested makes
it easy to implement such a sophisticated tool as the Wiener-Hopf factorization for general Lévy
models with jumps of finite variation. The goal of the current paper is to extend the approach from
[10] to pure non-Gaussian Lévy processes with jumps of unbounded variation. The main advantage
of the method is applying semi-explicit Wiener-Hopf factorization formulas.

A Lévy process is a stochastically continuous process with stationary independent increments
(for general definitions, see, e.g., [4]). A Lévy model may have a Gaussian component and pure
jump component. A Lévy process Xt can be completely specified by its characteristic exponent, ψ,
definable from the equality E[eiξX(t)] = e−tψ(ξ) (we confine ourselves to the one-dimensional case).

The Lévy-Khintchine formula gives the characteristic exponent of a pure non-Gaussian Lévy
process:

−iγξ +

∫
R

(1− eiξx + iξx1[−1,1](x))Π(dx), (1)

where γ ∈ R is the drift, 1A is the indicator function of the set A, and the Lévy measure Π(dx)
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satisfies
∫
R min{1, x2}Π(dx) < +∞. If the condition∫

R
min{1, |x|}Π(dx) < +∞. (2)

does not hold, then the Lévy process Xt is of unbounded variation.
Let T,K,D,U be the maturity, strike, the lower barrier, and the upper barrier, and the stock

price St = DeXt be an exponential Lévy process under a chosen risk-neutral measure which is
pure non-Gaussian with jumps of unbounded variation. Without loss of generality, we confine
ourselves to a double barrier put option. Set the riskless rate and the dividend rate equal to r
and d, respectively. We consider an approach to pricing continuously monitored double barrier put
options without rebate under a Lévy process with the characteristic exponent (1) that does not
satisfies (2).

Let us introduce h = lnU/D. Then the payoff at maturity is 1(0,h)(XT )G(XT ), where G(x) =
(K − Dex)+, and the no-arbitrage price of the double barrier put option at the beginning of a
period under consideration (t = 0) and Xt = x with x ∈ (0, h) given by

V (T, x) = Ex
[
e−rT1XT>01XT<h

G(XT )
]
, (3)

where T is the final date, Xt = inf0≤s≤tXt and Xt = sup0≤s≤tXt are the infimum and the
supremum of the process Xt, respectively. The short-hand notation Ex[·] means that we take the
expectation conditioned on the event X0 = X0 = X0 = x.

Theorem 1. Let N be a sufficiently large natural number. Set q = T/N , v0(q, x) = G(x)1(0,h)(x),
and for n = 1, 2, . . . define

vn(q, x) = Ex
[
vn−1(q,XTq+r)

(1 + r/q)
1XTq+r

>01XTq+r
<h

]
, (4)

where the random time Tq+r ∼ Exp (q + r).
For a fixed x, vN (N/T, x) converges to V (T, x) as N → +∞.

We prove Theorem 1 by using Laplace transform techniques and Post-Widder approximate
formula. Thus, we need a method to compute efficiently the right hand side of (4).

The new approach to calculating (4) requires the following steps. The key idea behind the
method is to represent the process Xt as the sum of spectrally positive jumps X+

t with a non-
negative drift and spectrally negative jumps X−

t with a non-positive drift: Xt = X+
t +X−

t .
Let X+,1

t and X+,2
t be Lévy processes with the same characteristic exponent, i.e. X+,1

t ∼
X+
t and X+,2

t ∼ X+
t . Due to the property of increments of a Lévy process to be stationary

independent and characteristics of the supremum and infimum processes, we conclude that Xt and

Yt(= X+,1
t/2 +X

+,1
t/2 +X

−
t +X−

t +X+,2
t/2 +X

+,2
t/2 ) are identically distributed.

Let a natural number N be sufficiently large and q = N/T . Since the randomized time Tq+r
converges in mean square sense to 0 as N → +∞, we may approximate XTq+r in (4) with YTq+r .
Notice that Tq+r/2 is also an exponentially distributed random variable but with the intensity
parameter equal to 2(q + r). We show that X+

T2(q+r)
and X−

Tq+r
admit semi-explicit Wiener-Hopf

factorizations.



Theorem 2. Let q > 0 be sufficiently large. Then for a fixed ξ ∈ R

E[eiξX(Tq)]− E[eiξY (Tq)] ∼ O(q−2) as q → +∞.

Based on Theorem 2 we suggest the following numerical procedure for computation of (4).

Theorem 3. Let a natural number N be sufficiently large and q = N/T . Introduce the following
operators:

E++u(x) = E[u(x+X
+
Tq+r/2)], E

+
−u(x) = E[u(x+X

−
Tq+r

)];

E−+u(x) = Ex[u(X+
Tq+r/2

)], E−−u(x) = Ex[u(X−
Tq+r

)].

One may approximate vn(q, x) in (4) as follows:

vn(q, x) =
1(0,h)(x)

(1 + r/q)
E+−1(0,h)E++E+−1(0,h)E−−E−+1(0,h)E++vn−1(q, x) +O(q−2) as q → +∞.

The operators E++ , E+− , E−+ and E−− can be efficiently implemented by using the Fast Fourier
Transform (FFT) for real-valued functions (see e.g. [11]).

In the paper, we suggested a new approach for pricing exotic options with a payoff depending
on the infimum and supremum of Lévy processes at expiry. The method suggested makes it easy
to implement such a sophisticated tool as the Wiener-Hopf factorization for general Lévy models
with jumps of unbounded variation.
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[4] R. Cont, P. Tankov, Financial Modelling With Jump Processes, 2nd ed., Chapman & Hall/CRC, 2008.
[5] E. Eberlein Fourier-Based Valuation Methods in Mathematical Finance. In: Benth F., Kholodnyi V., Laurence

P. (eds) Quantitative Energy Finance. Springer, 2014.
[6] Hieber, P.: Pricing Exotic Options in a Regime Switching Economy: a Fourier Transform Method, Review of

Derivatives Research 21 (2018) 231–252.
[7] A. Itkin, Pricing Derivatives Under Levy Models, Birkhauser, 2017.
[8] J. L. Kirkby, Robust Option Pricing With Characteristic Functions and the B-spline Order of Density Projection,

Journal of Computational Finance 21 (2017) 61-100.
[9] O. E. Kudryavtsev, Approximate Wiener–Hopf Factorization and Monte Carlo Methods for Lev́y Processes,

Theory of Probability & Its Applications 64 (2019) 186–208.
[10] O. Kudryavtsev, A Simple Wiener-Hopf Factorization Approach for Pricing Double-Barrier Options, Springer

Proceedings in Mathematics and Statistics 358 (2021) 273–291.
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Название доклада: Ветвящееся случайное блуждание в случайной

среде с гумбелевским потенциалом.

Авторы: Куценко Владимир Александрович (докладчик), Яровая Еле-

на Борисовна.

Рассматривается ветвящееся случайное блуждание (ВСБ) с непре-

рывным временем на решетке Zd, d ∈ N. Пусть в каждом узле решет-

ки x ∈ Zd определен процесс рождения и гибели частиц. Предполо-

жим, что частица может делиться надвое или гибнуть. Соответствую-

щие интенсивности заданы неотрицательными случайными величинами

ξ+(x) = ξ+(x, ω) и ξ−(x) = ξ−(x, ω), определенными на вероятностном

пространстве (Ω,F ,P). Математическое ожидание относительно меры

P обозначим угловыми скобками ⟨·⟩. Случайной средой назовем сово-

купность пар случайных величин (ξ+(x), ξ−(x)), пары пространственно

независимы и одинаково распределены. Случайный потенциал в каж-

дой точке x ∈ Zd определим как V (x) = V (x, ω) = ξ+(x) − ξ−(x). Реа-

лизацию среды при фиксированном ω ∈ Ω назовем “замороженной”. Как

в [2] блуждание частиц по решетке описывается простым симметричным

случайным блужданием, при котором частица c равной интенсивностью

перемещается в одну из соседних точек решетки. Эволюция частиц про-

исходит независимо друга от друга и от всей предыстории.

Модель ВСБ. В момент времени t = 0 на решетке находится ров-

но одна частица в точке x ∈ Zd, которая за время [0, h), при h → 0,

может: прыгнуть в соседнюю точку y с вероятностью κ
2d
h+ o(h), произ-

вести одного потомка с вероятностью ξ+(x)h + o(h); умереть с вероят-

ностью ξ−(x)h + o(h), или, наконец, выжить без изменений с вероятно-
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стью 1− κh− (ξ+(x) + ξ−(x))h + o(h). Состояние системы частиц на Zd

описывается числом частиц µt,ω(y) в момент времени t в точке y ∈ Zd,

а также общим числом частиц µt,ω :=
∑

y∈Zd µt,ω(y) на Zd при началь-

ных условиях µ0,ω(y) = δy(x) и µ0,ω = 1, соответственно. “Заморожен-

ные” (quenched) моменты порядка n, см. [2, 3], являются случайными

и определяются как mn(t, x, y) := mn(t, x, y, ω) = Exµ
n
t,ω (y) ;mn(t, x) :=

m1(t, x, ω) = Exµ
n
t,ω. Здесь ω относится к фиксированной («заморожен-

ной») реализации случайной среды, а x есть положение начальной ча-

стицы при t = 0. “Отожженые” (annealed) моменты порядка p ≥ 1

определяются как ⟨mp
n(t, x, y)⟩ и ⟨mp

n(t, x)⟩, соответственно.

Теорема 1. Пусть lnP (V (0) > z) ∼ e−z, z → ∞, тогда в ВСБ для

⟨mp
n(t, x, y)⟩ и ⟨mp

n(t, x)⟩ при p ≥ 1 и каждых x ∈ Zd и y ∈ Zd, d ∈ N,

имеем

lim
t→∞

ln ⟨mp
n⟩

pn t ln t
= 1.

Доказательство теоремы для ⟨m1⟩ с двумя типами начальных условий

u0(x) = m1(0, x, y) = δy(x) или u0(x) = m1(0, x) = 1 основано на решении

задачи Коши

∂m1

∂t
= κ∆m1 + V (x)m1, (t, x) ∈ R+ × Zd

m1 = u0(x), x ∈ Zd,

(1)

где κ > 0 и оператор κ∆ : lq(Zd) → lq(Zd), 1 ≤ q ≤ ∞, является решет-

чатым лапласианом [2, 3]. Решение задачи Коши (1) может быть пред-

ставлено [1, 2, 3] по формуле Фенмана-Каца. При u0(x) = 1 оно примет

вид

u(t, x, ω) = E
[
exp

{∫ t

0

V (xs, ω) ds

}]
, (2)

2



где xs — случайное блуждание с генератором κ∆, а математическое

блуждание Ex берется относительно траекторий случайного блуждания

при условии его старта в точке x. Подходы к оценке этого представле-

ния предложены в [1], в которой сформулированы основные качествен-

ные результаты о поведении mp
1 и ⟨mp

1⟩, p ≥ 1. B [2] были даны точные

асимпотики для mp
n и ⟨mp

n⟩, p ≥ 1, n ≥ 1, для случайного потенциала

V (0) с вейбулловским хвостом распределения. Наконец, для неоднород-

ной случайной среды результаты были обобщены в [3]. Ряд алгоритмов

численного моделирования для случайных сред приведен в [4].
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О некоторых мартингальных конструкциях для
ПСИ-процессов

А.В. Люлинцев

(Россия, Санкт-Петербург; СПбГУ, Матмех)

Пусть (𝜉) = 𝜉0, 𝜉1, ... – поcледовательность случайных величин, Π𝜆(𝑡) – пуассоновский
процесс с интенсивностью 𝜆 > 0 и временным параметром 𝑡 ∈ R+. Последовательность (𝜉) и
Π𝜆 предполагаются независимыми.

Случайный процесс
𝜓𝜆(𝑡) := 𝜉Π𝜆(𝑡), 𝑡 > 0, (1)

называется ПСИ-процессом, или процессом пуассоновского случайного индекса.
В случае, когда последовательность (𝜉) марковская, процесс пуассоновского случайного

индекса является процессом псевдопуассоновского типа (см. [4]). Изучены свойства ПСИ-
процессов со случайной интенсивностью (см. [2]), спектральные свойства ПСИ-процессов
со специальной рандомизацией времени (см. [5]) и некоторые локальные асимптотические
свойства последовательностей ПСИ-процессов (см. [3]).

В данном работе рассматривается интегрированный ПСИ-процесс:

Ψ𝜆(𝑡) :=

𝑡∫︁
0

𝜓𝜆(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 > 0. (2)

На осовании предыдущих результатов (см. [1], [2]) изучены основные свойства интегри-
рованного ПСИ-процесса, в том числе вычислены главные моментные характеристики. В
работе [1] были рассмотрены свойства самоподобия для интегрированного ПСИ-процесса со
случайной интенсивностью.

Далее, (𝜉) – последовательность независимых одинаково распределённых случайных ве-
личин. Вводятся фильтрации, естественно порождённые ПСИ-процессом и интегрированным
ПСИ-процессом. ПСИ-процесс является марковским процессом относительно фильтрации,
порождённой ℱ𝜓

𝑡 = {𝜎(𝜓𝜆(𝑠))}𝑠6𝑡, а интегрированный ПСИ-процесс относительно фильтра-
ции, порождённой ℱΨ

𝑡 = {𝜎(Ψ𝜆(𝑠))}𝑠6𝑡, не является марковским.
Рассмотрим двумерный процесс

(︀
𝜓𝜆(𝑡),Ψ𝜆(𝑡)

)︀
(марковская пара) относительно фильтра-

ции, порождённой ℱ𝜓,Ψ
𝑡 = {𝜎

(︀
𝜓𝜆(𝑠),Ψ𝜆(𝑠)

)︀
}𝑠6𝑡. Данный процесс является марковским отно-

сительно введённой фильтрациии {ℱ𝜓,Ψ
𝑡 }𝑡>0.

Поставим задачу: построить компенсатор для интегрированного ПСИ-процесса, чтобы
относительно естественной фильтрации {ℱ𝜓,Ψ

𝑡 }𝑡>0 скомпенсированный процесс уже являлся
мартингалом. Ответ получен, результат сформулирован в теореме ниже.

Теорема 1. Пусть (𝜉) – последовательность независимых одинаково распределённых слу-
чайных величин, E𝜉0 = 0. Пусть фильтрация F порождена ℱ𝜓,Ψ

𝑡 = {𝜎
(︀
𝜓𝜆(𝑠),Ψ𝜆(𝑠)

)︀
}𝑠6𝑡. Тогда

процесс 𝜆Ψ𝜆(𝑡) + 𝜓𝜆(𝑡) при 𝑡 > 0 является мартингалом относительно F: в силу марковости
для 𝑠 6 𝑡

E
{︀
𝜆Ψ𝜆(𝑡) + 𝜓𝜆(𝑡) |𝜓𝜆(𝑠),Ψ𝜆(𝑠)

}︀
= 𝜆Ψ𝜆(𝑠) + 𝜓𝜆(𝑠). (5)
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Вероятностное моделирование сетевой кластеризации

А. Макарова, В. Горлов

г.Воронеж

В рамках решения задачи по разработке алгоритма общей схемы выделения сетевых кластеров,
была решена задача, нахождения наиболее эффективного разбиения сети (определение показателя
качества разбиения сети).

Рассмотрим множество Φ всех возможных разбиений множества вершин графа V . Разбиение M ∈ Φ
- разбиение n вершин на m кластеров. Определим для разбиения M некоторое числовое значение L(M)
- верхнюю границу длины кодового слова, определяющего качество разбиения M . Пусть теперь L(M)
- показатель качества разбиения M .

Определим для сети фиксированное разбиение M на некоторые кластеры, также определим неко-
торую случайную величину Q, принимающую значения от 1 до m с вероятностями qi,где i = 1..m. Для
всех кластеров i сети определим некоторую случайную величину P i, принимающую значения от 1 до
ni c вероятностями pki , где k = 1..ni.

Расчет показателя качества разбиения L(M) зависит от энтропии определенных выше случайных
величин Q и P i. В результате исследования получаем расширенное понимание показателя качества
разбиения L(M):

L(M) =

m∑
i=1

qi ln(

m∑
i=1

qi)− 2

m∑
i=1

qi ln(qi)−
n∑
α=1

pα ln(pα) +

m∑
i=1

(qi +
∑
α∈i

pα) ln(qi +
∑
α∈i

pα). (1)

Теорема
При использовании алгоритма и формулы (1) вероятность отказов в сети снижается, показа-

тель эффективности растет и "время жизни сети"возрастает в целом.
Заметим, что в формуле (1) слагаемое

∑n
α=1 pα ln(pα) не зависит от разбиения сети на кластеры.

В связи с чем в процессе работы алгоритма с целью нахождения наиболее эффективного разбиения
сети, требуется сохранять все полученные изменения: qi - вероятность случайного перемещения входа
и выхода из кластеров, и

∑n
α=1 pα - время проводимое в каждом кластере при случайном перемещении.

На базе разработанных алгоритмов и протоколов возможно реализовать усовершенствованную сеть
SDN [1,2].
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Сохранение энергии при случайном локальном воздействии на
большую систему

Меликян М.В.
Тьютор

Московский государственный университет имени М.В.Ломоносова,
Механико-математический факультет, Кафедра теории вероятностей,
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Рассматривается конечная система точечных частиц на вещественной пря-
мой R с координатами {𝑥𝑘(𝑡)}𝑁𝑘=1 и скоростями {𝑣𝑘(𝑡)}𝑁𝑘=1. Массы всех частиц
полагаются равными единице. Обозначим 𝑞𝑘(𝑡) = 𝑥𝑘 − 𝑘𝑑, 𝑝𝑘(𝑡) = 𝑞𝑘(𝑡) =
𝑣𝑘(𝑡), где параметр 𝑑 > 0. Зададим полную энергию системы (гамильтониан)
формулой:

𝐻(𝑞, 𝑝) =
1

2

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝2𝑘 +
1

2

𝑁∑︁
𝑘,𝑗=1

𝑎(𝑘 − 𝑗)𝑞𝑘𝑞𝑗 − 𝑞𝑛𝑓(𝑡),

где 𝑓(𝑡) — внешнее воздействие, а функция 𝑎(𝑘) удовлетворяет двум усло-
виям:

1. симметрия: 𝑎(𝑘) = 𝑎(−𝑘) (т.е. система гамильтонова);
2. матрица 𝑉 положительно определена, где 𝑉𝑘,𝑗 = 𝑎(𝑘 − 𝑗) = 𝑎(𝑗 − 𝑘).
Ввиду положительной определенности можем обозначить собственные зна-

чения матрицы 𝑉 через 𝑠𝑘 = 𝜈2𝑘 , 𝑘 = 1, ..., 𝑁, причем все 𝜈𝑘 будем считать
положительными. Соответствующую им ортонормированную систему соб-
ственных векторов обозначим через {𝑢𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑁}.

Заметим, что положением равновесия системы в отсутствие внешнего воз-
действия (состояние, где достигается минимум энергии) будет

𝑥𝑘 = 𝑘𝑑, 𝑣𝑘 = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑁.

Это означает, что если начальные условия находятся в этом положении, то
частицы не будут двигаться, т.е. будем иметь 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑘𝑑, 𝑣𝑘(𝑡) = 0 для всех
𝑡 > 0.

Мы будем рассматривать нулевые начальные условия

𝑞𝑘(0) = 0, 𝑝𝑘(0) = 0, 𝑘 = 1, ..., 𝑁. (1)

Таким образом, движение системы описывается следующей системой ОДУ:

𝑞𝑗 = −
∑︁
𝑘

𝑎(𝑘 − 𝑗)𝑞𝑘 + 𝑓(𝑡)𝛿𝑗,𝑛, 𝑗 = 1, ..., 𝑁,

где 𝑓(𝑡) – внешняя сила, действующая на частицу с номером 𝑛, 𝛿𝑗,𝑛 – символ
Кронекера. Перепишем в гамильтоновом виде:
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{︃
𝑞𝑗 = 𝑝𝑗,

𝑝𝑗 = −
∑︀

𝑘 𝑎(𝑘 − 𝑗)𝑞𝑘 + 𝑓(𝑡)𝛿𝑗,𝑛.
(2)

Пусть 𝑓(𝑡) – внешняя сила, действующая на частицу с номером 𝑛, – ста-
ционарный в широком смысле центрированный случайный процесс c непре-
рывной ковариационной функцией 𝐵(𝑠) и спектральной мерой 𝜇(𝑑𝑥).

Будем говорить, что последовательности случайных процессов {𝑞𝑘(𝑡)}𝑘, {𝑝𝑘(𝑡)}𝑘
решают систему уравнений (2), если они непрерывно дифференцируемы в
среднеквадратичном и при их подстановке правая и левая часть равны по со-
ответствующей мере. Начальные условия, лежащие в соответствующем гиль-
бертовом пространстве, гарантируют существование и единственность реше-
ний уравнения, принадлежащему этому пространству при каждом 𝑡.

Введем вектор 𝜓(𝑡) =
(︂
𝑞(𝑡)
𝑝(𝑡)

)︂
и обозначим:

𝐴 =

(︂
0 𝐸

−𝑉 0

)︂
.

Тогда система перепишется в виде:

�̇� = 𝐴𝜓 + 𝑓(𝑡)𝑔, 𝑔 = (0, 𝑒𝑛)
𝑇 , 𝑒𝑛(𝑗) = 𝛿𝑗,𝑛. (3)

Теорема 1. Для любого 𝜓 ∈ R2𝑁 существует и единственно (п.н.) решение
𝜓(𝑡) системы (3) с начальным условием 𝜓.

Доказательство. Очевидно следует из существования и единственности
решения неоднородной линейной системы дифференциальных уравнений пер-
вого порядка, см., например, [1].

Теорема 2. Пусть мера 𝜇 такова, что ковариационную функцию рассмат-
риваемого случайного процесса можно представить в виде 𝐵(𝑡) =

∫︀
R 𝑒

𝑖𝑡𝑥𝑏(𝑥)𝑑𝑥.
Тогда

1. если носитель 𝑏(𝑥) не пересекается с множеством {𝜈𝑘, 𝑘 = 1, ..., 𝑁},
то средняя энергия всей системы будет ограничена по времени;

2. если для всех 𝑗, таких что 𝜈𝑗 лежит в 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑏(𝑥), (𝑢𝑗, 𝑒𝑛)
2 = 0, то

вновь имеет место ограниченность по времени средней энергии;
3. если есть точка спектра 𝜈𝑗, лежащая в 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑏(𝑥), такая что (𝑢𝑗, 𝑒𝑛)

2 ̸=
0, то

3.1. если 𝜈𝑗 = 0 и выполнено

𝑏(0) = 𝑏′(0) = 0, (4)

то средняя энергия всей системы будет ограничена по времени;
3.2. иначе (т.е. для тех индексов 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑁}, для которых либо 𝜈𝑗 ̸= 0,

либо 𝜈𝑗 = 0, но не выполнено (4)) средняя энергия будет расти по времени,
причем существует положительная постоянная 𝐶, такая что 𝐸(𝐻(𝑡)) ∼
𝐶𝑡2.
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Существует большое количество методов и способов получения точечных и 

интервальных прогнозов финансовых индексов, в которых используются  математические 

модели случайного процесса и статистические оценки параметров модели, с помощью 

которых модель настраивается на конкретную реализацию. Однако, отсутствие 

стационарности в развитии таких процессов, наличие избыточной или необъясняемой 

волатильности, выбросов, тяжелых хвостов, кластеризации волатильности,  не позволяют 

найти оценки параметров модели, обладающих хорошими свойствами статистических 

оценок. Такие модели, в которых параметры недостаточно хорошо определены, называют 

моделями с неопределенными параметрами. 

Работа посвящена анализу временных рядов с целью предсказания их развития во 

времени. Предлагается метод получения одношагового интервального прогноза 

временного ряда основанный на  конструировании наборов предиктивных и целевых 

переменных с помощью робастных статистик. Основная идея предложенного в статье 

метода заключается в том, что левую границу одношагового интервального прогноза 

временного ряда , 1,...,kh k N=  формируют k первых наименьших порядковых статистик, 

соответственно правую границу – порядковые статистики от k+1 до N, взятые с весами, для 

нахождения которых применяется квантильная регрессия.  

Рассмотрим временной ряд , 1,...,kh k N=  как реализацию случайного процесса  

 ,0kX k N  . Пусть некоторое четное число  1 N   определяет ширину окна 

процедуры сдвига временного ряда , 1,...,kh k N= . Преобразуем одномерный ряд kh  в два 

многомерных набора данных по следующему алгоритму. 

1. Получаем случайные последовательности при сдвиге kh  по i на один шаг  и 

упорядочиваем их элементы по возрастанию ( )  
1

1 1, ,
i

i i ii
h h h h




+ −
+ + −= 1,..., 1i N = − +  

Преобразуем последовательности ( )
1i

i
h

+ −
 в  вектор-столбцы ( ) ( )1 (2), ...,

n
H H H R , где 

1n N = − + . 

2. Получаем матрицу 
(1) (2) ( )

1 2

(1) (2) ( )

2 3 1

(1) (2) ( )

1

n

n

n

n

n

N

h h h

h h h
H

h h h 

+

+

 
 
 =
 
  
 

, 



где 
( )j

lh порядковая статистика с рангом l в упорядоченном наборе полученном из элементов 

последовательности ( )  
1

1 1, ,
i

i i ii
h h h h




+ −
+ + −= 1,..., 1i N = − +  на j итерации. 

3. Транспонируем матрицу H  и наименьшие элементы каждой строки переносим в матрицу 

( 1 ( 1))
2

G N − +  + , наибольшие - в матрицу ( 1 ( 1))
2

U N − +  + , первый столбец матриц 

представляет собой вектор-столбец, состоящий из 1: 

(1) (1) (1)

1 2
2

(2) (2) (2)

2 3 1
2

( ) ( ) ( )

1 1
2

1

1

1 n n n

n n n

h h h

h h h
G

h h h







+

+ + −

 
 
 
 =
 
 
 
 

, 

(1) (1) (1)

1 2
2 2

(2) (2) (2)

12 3
2 2

( ) ( ) ( )

1
2 2

1

1

1 n n n

Nn n

h h h

h h h
U

h h h

  

  

 

+ +

++ +

+ + +

 
 
 
 =
 
 
 
 

, 1n N = − + . (1) 

Таким образом мы получаем две матрицы или два набора данных предикторных 

переменных, на основе которых построим квантильные регрессионные модели для вычисления 

правой и левой границ интервального прогноза.  

В качестве целевых переменных будут выступать нижняя и верхняя эмпирические границы,  

полученные как линейные комбинации  1 1, ,i i ih h h + + − 1,..., 1i N = − + , т.е. 

1 1( , ),i

i i ih h h  − + + −=  1 1( , ),i

i i ih h h  + + + −=   1,..., 1i N = − + . 

Перейдем к вопросу определения целевых переменных ( , )i i − +
. Целевые переменные 

предлагается вычислять как границы доверительного интервала  порядковой статистики случайной 

последовательности  ( )  
1

1 1,
i

i i ii
h h h h




+ −
+ + −= . Обоснованием такого выбора является 

приведенная ниже теорема. 

Рассмотрим общий случай. Пусть  (1) 2) ( ), (H H H     – порядковые статистики для 

выборки  1 2,H H H . Обозначим квантиль уровня p через 1( ),0 1ph F p p−=   , где ( )HF h  

- неизвестная функция распределения наблюдаемой случайной величины. Справедлива следующая 

теорема. 

Теорема. Пусть два числа r и s такие что, ( ) ( )( ) 1 2r p sP H h H   = −  заданная доверительная 

вероятность и интервал ( ) ( )( , )r sH H  со случайными границами ( )rH  и ( )sH  включает 

неизвестный квантиль 1( ),0 1ph F p p−=   . Тогда вероятность ( ) ( )( )r p sP H h H   не зависит от 

неизвестной функции распределения ( )HF h . 

Выберем в качестве порядковой статистики для ( )  
1

1 1,
i

i i ii
h h h h




+ −
+ + −=  медиану. 

Тогда в качестве интервальной оценки для ( )
1i

i
Me h

+ −
 можно выбрать двумерную статистику вида 

( , ), 1, 1,..., 1l kh h i l k i i N    + − = − + , определяющую симметричный интервал с уровнем 

доверия 1 2− , полагая 1 .k l i= − − +  



Поскольку ( )
1 1( ) ( ) 1 2

2

l
i t

l ki
t l

P h Me h h C


 
 

−
+ −

=

  = = −  значение l, используя теорему 

Муавра-Лапласа,  можно рассчитать по формуле 

 0,5 1 (1 ) 1 , 1,..., 1l i i N    = + −  − + + = − +
 

,      (2) 

где   целая часть числаv v− , 1( )u− = . 

Итак, будем полагать в дальнейшем, что мы располагаем результатами регистрации 

значений предикторных переменных 1 2 /2( , )g g g  и 1 2 /2( , )u u u  представленных в вектор-

столбцах матриц ( 1 ( 1))
2

G N − +  +  и ( 1 ( 1))
2

U N − +  + (см. (1)), а так же векторами целевых 

переменных ( )i T − −=  и ( )i T + += . 

Построим квантильные регрессий с линейной функцией зависимости, т.е. 

предполагаем, что условные квантили определяются соотношениями:  

0 1 1 2 2 /2 /2( | )Quant G a a g a g a g v   − = + + ++ + ,    (3) 

0 1 1 2 2 /2 /2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆa a g a g a g v  − = + + ++ +  

1 2 0 1 1 2 2 /2 /2 1 2( | )NQuant U b bu b u b u v   − + −= + + ++ + .    (4) 

0 1 1 2 2 /2 /2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆb bu b u b u v  + −= + + ++ +  

Приведем метод оценки параметров модели (3), который также применим без 

дополнительных условий к модели (4). 

Оценка параметров модели (3) определяется из соотношения 

/2 1
0

ˆ ˆ: :

ˆ argmin (1 )i i
a R i i

a v v


   

 
+

− − − −
  

= + −        (5) 

Линейная модель (5) была представлена Коенкером и Бассетом [1], как обобщение 

простой квантили. 

Задача (5) сводится к линейному программированию.  Перепишем задачу (5) в виде  

( ) ( )
/2 1

0
ˆ argmin (1 )i i

a R i

a v v


 
+

+ −


= + −
,      (6) 

где (·)+ и (·)− — положительная и отрицательная части числа, соответственно. Тогда 

положив r = r+ - r−, где r+, r− – положительная и отрицательная части вектора r, получаем 

задачу линейного программирования 

1 2( 1)2

(1 ) min

( , , )

T T

T

N

e r e r

G a r r

a r r R R




 



+ −

+ −

−

+ − +

 + − →


+ − =


+ −  
       (7)

 



 где e = (1, 1, . . . , 1)T. Очевидно, что r+
i и r−

i не могут иметь ненулевые значения 

одновременно, поэтому задачи (5) и (7) эквивалентны. На выходе мы получаем решение  

(a, r+, r−), из которого нам нужен вектор a. 
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Ïåðåâàðþõà À.Þ. (Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ) Ìîäåëèðîâàíèå ïîïóëÿöèîí-

íîé èíâàçèè â óðàâíåíèè ñî ñòîõàñòè÷åñêè âîçìóùåííûì çàïàçäûâàíèåì.

Â ïðåäûäóùåé ðàáîòå [1] ìû ïðåäëîæèëè ìîäåëü ñöåíàðèÿ äåãðàäàöèè ïðîìûñëîâîé
ïîïóëÿöèè ðûá ñî ñòîõàñòè÷åñêèì âîçìóùåíèåì ïîñëå âûõîäà ïîïóëÿöèè è èíòåðâàëà
Ωs ñòàáèëüíîãî âîñïîëíåíèÿ. Ìîäåëü (1) ñî÷åòàåò ñòîõàñòè÷åñêîå è äåòåðìèíèðîâàííîå
ïîâåäåíèÿ â äâóõ äèàïàçîíàõ, íå èìåþùèõ ãëàäêîé ãðàíèöû. Âûæèâàåìîñòü ïîêîëåíèé
R = N(T ) îò N(0) = λS,S ∈ ΩS íà èíòåðâàëå t ∈ [0, . . . ξ, ω . . . , T ] îïèñàíà óðàâíåíèåì:

dN

dt
= −(αw̄(ξ)N(t) + Θ̄(N(0))β)N(t), 0 < t < T. (1)

α, β � êîýôôèöèåíòû óáûëè? ñîîòíåñåííûå ñ äèíàìèêîé ðîñòà w(ξ). Θ(N(0)) = [1 +
exp

(
−κN(0)2

)
]×γ,limN(0)→∞ Θ(N(0)) = 1 ïîðîãîâîå ñíèæåíèå ýôôåêòèâíîñòè âîñïðî-

èçâîäñòâà â S < L ∈ N, ãäå γ ∈ (0, 1]� ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Òàê ìû ïîëó÷èëè îáëàñòü ìàëî÷èñëåííîé ãðóïïû L ⊂ U1 ∈ ΩS , ãäå âîñïðîèçâîäñòâî
îáóñëîâëåíî ñëó÷àéíûìè ôàêòîðàìè. Ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå óíèìîäàëüíîé çàâèñèìîñòè
ψ(x) =

⋃
N(0)N(T ),N(0) ∈ Z+ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé (1) íà èíòåðâàëå t ∈ [0, T ] òðàåêòî-

ðèÿ èòåðàöèé xn+1 = ψ(xn), x0 < L îáëàäàåò ñâîéñòâîì îãðàíè÷åííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
âîçìóùåíèÿ, èìèòèðóþùåãî äåéñòâèå ñðåäû íà èñòîùåííóþ ïðîìûñëîì ïîïóëÿöèþ.

Ïðè àíàëèçå ñòðåìèòåëüíûõ áèîëîãè÷åñêèõ èíâàçèé è èíôåêöèé àêòóàëåí ñöåíà-
ðèé, êîãäà äîñòèãíóòàÿ ÷èñëåííîñòü N(t) → K íå áóäåò óñòîé÷èâîé. Còîõàñòè÷åñêîå
âîçäåéñòâèå çíà÷èìî â àêòèâàöèè ïðîòèâîáîðñòâà â ñîñòîÿíèè âûñîêîé ÷èñëåííîñòè
� áëèçêîé ê êðèòè÷åñêîé äëÿ ñðåäû. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîðîãó íà÷àëà ðàçðóøåíèÿ
ñðåäû íàáëþäàåòñÿ óñèëåíèå ïðîòèâîäåéñòâèÿ, ÷òî òèïè÷íî äëÿ èììóííîãî îòâåòà îð-
ãàíèçìà. Âðåìÿ àêòèâàöèè âàæíî äëÿ èòîãîâîãî ñîñòîÿíèÿ, íî íå ìîæåò áûòü ìåíåå τ1.
Ïóñòü âðåìÿ àêòèâàöèè âàðüèðóåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé γ â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíå.
Èñïîëüçóåì óðàâíåíèå ñ âîçìóùåííûì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèåì (t− τ1γ):

dN

dt
= rN(t) ln

(
K

N(t− τγ)

)
− δN2(t− τ1γ)

(J −N(t))
2 − qN(t), δ > q, γ(ω) ∈ [1, 2]. (2)

Ïðè ïðèáëèæåíèè N(t) ê ïîðîãîâîìó çíà÷åíèþ ÷èñëåííîñòè J,N(0) < J < K ðàçâèâà-
åòñÿ ïåðåõîä â ãëóáîêèé ïîïóëÿöèîííûé êðèçèñ N(t) → 0 + ϵ. Ñöåíàðèé ïðåîäîëåíèå
ïîïóëÿöèåé êðèçèñà c îáðàçîâàíèåì êîëåáàíèé N(t) → N∗(t),maxN∗(t) < J çàâèñèò îò
ñòîõàñòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäîáíàÿ ïîïóëÿöèÿ ãàðàíòèðîâàííî
ïîãèáàåò ïðè óâåëè÷åíèè ðåïðîäóêòèâíîãî ïîòåíöèàëà r. Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò r = r̄,
÷òî âåðîÿòíîñòü P > 0 äëÿ ñîáûòèÿ limt→t̄N(t; r̄τ) = 0 è ïðè r > r̄ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ
äàííîãî ñîáûòèÿ limt→∞ P = 1. Ìîäåëü (2) îïèñûâàåò ñöåíàðèé ïðîòèâîäåéñòâèå èì-
ìóííîé ñèñòåìû ðàçâèòèþ èíôåêöèè, êîòîðàÿ ñïîñîáíà ïðåâðàùàòüñÿ â êîëåáëþùóþñÿ
õðîíè÷åñêóþ ïðè N(t) << J . Èììóííûé îòâåò èìååò íå ïîëíîñòüþ ïðåäîïðåäåëåí-
íûé õàðàêòåð èç-çà íåäåòåðìèíèðîâàííîé äëèòåëüíîñòè ýòàïîâ èììóííîé àêòèâàöèè.
Âàðüèðóþòñÿ âðåìÿ ïðåçåíòàöèè àíòèãåíà è ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïîäáîðà ïîäõîäÿùèõ
íàèâíûõ ëèìôîöèòîâ, òàê îäíè îðãàíèçìû ñïðàâëÿþòñÿ ñ èíôåêöèåé áûñòðåå äðóãèõ.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ
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Î ðàíäîìèçàöèè ñòàòèñòèê, ïðèâîäÿùåé ê

ëó÷øåé òî÷íîñòè èõ ïðèáëèæåíèé
Ïó÷êèí Íèêèòà Àíäðååâè÷1, Óëüÿíîâ Âëàäèìèð Âàñèëüåâè÷2

1 Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò �Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè�, Èíñòèòóò ïðîáëåì

ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ÐÀÍ, e-mail: npuchkin@hse.ru
2 ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, e-mail: vulyanov@cs.msu.ru

Ïóñòü èìåþòñÿ íàáëþäåíèÿ Y = (Y1, . . . , Yr), ïðåäñòàâëÿþùèå èç ñåáÿ ðåà-
ëèçàöèþ r-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ ìóëüòèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
Mult(n,pY ). Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè
ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 : pY = p, ãäå p = (p1, . . . , pr) � íåêî-
òîðûé ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, äàþùèìè
â ñóììå 1. Ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òåñòîâîé ñòàòèñòèêè, îñíî-
âàííûé íà ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíîé ðàíäîìèçàöèè. Ïóñòü θ = (θ1, . . . , θn) �
ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà åäèíè÷íîé ñôåðå â Rn.
Ïðåäñòàâèì âåêòîð íàáëþäåíèé â âèäå Y = η1+η2+· · ·+ηn, ãäå η1, . . . ,ηn �
íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû ñ ðàñïðåäåëåíè-
åì Mult(1,pY ). Âû÷èñëèì X

θ =
∑

16i6n
θi(ηi − p). Ïðåäëîæåííàÿ ñòàòèñòèêà

èìååò âèä

Tφ =
2n

φ′′(1)

r∑
j=1

pjφ

(
1 +

Xθ
j√
npj

)
.

ãäå φ : R→ R+ � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

φ(1) = φ′(1) = 0, φ′′(1) > 0.

Ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ñòàòèñòèêà Tφ îáëàäàåò ëó÷øèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ øèðîêî èçâåñòíûìè ñòàòèñòèêàìè Ïèðñî-
íà [1] è Êðåññè-Ðèäà [2]. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî δ ∈ (0, 1)
c âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå (1 − δ) ðàññòîÿíèå Êîëìîãîðîâà ìåæäó óñëîâíûì
ðàñïðåäåëåíèåì (Tφ |θ) è χ2(r − 1) óáûâàåò êàê O((log4 n+ log2(1/δ))/n).

Ðàáîòà Í. Ïó÷êèíà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå êîí-
êóðñà �Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè�.
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Àìáèò, òðàëîâûå è ÏÑÈ ñòîõàñòè÷åñêèå ïðîöåññû

Îëåã Âèòàëüåâè÷ Ðóñàêîâ, Þðèé Âëàäèìèðîâè÷ ßêóáîâè÷

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ìàò-ìåõ

Ïîëîæèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñëó÷àéíûå îáúåêòû çàäàíû íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
{Ω,F , IP}. Ðàññìîòðèì òðèïëåò {(ξ),Π(t), λ}, ñîñòîÿùèé èç íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ: (ξ) = ξ0, ξ1, . . . �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí; Π(t), t ≥ 0, � ñòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ åäè-
íè÷íîé èíòåíñèâíîñòüþ; λ � íåîòðèöàòåëüíàÿ (ï.í.) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ áóäåò èãðàòü ðîëü
ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàíäîìèçàöèþ âðåìåíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξ)

ψ(t) = ψλ(t)
4
= ξΠ(λt), t ∈ IR+ . (1)

Ïîëó÷åííûé ïðîöåññ ψ íàçîâåì ïðîöåññîì Ïóàññîíîâñêîãî ñëó÷àéíîãî èíäåêñà (ïðîöåññîì ÏÑÈ, èëè
ÏÑÈ-ïðîöåññîì äëÿ êðàòîñòè). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ) ìû íàçîâåì ¾ïîä÷èíåííîé¿, à íåçàâèñèìûé
îò íåå ïðîöåññ Π(λt) � ¾óïðàâëÿþùèì¿, èëè ¾âåäóùèì¿.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîä÷èíåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ) ñòàöèîíàðíà, òî ÏÑÈ-ïðîöåññ ψ òîæå ñòàöè-
îíàðåí. Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ïîä÷èíåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ) ñîñòîèò
èç íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ÷ëåíîâ, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, äàñò ñòàöèîíàðíîñòü ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ÏÑÈ-ïðîöåññ ψ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξ) ÏÑÈ-ïðîöåññ
ψ íå áóäåò èìåòü íåçàâèñèìûõ ïðèðàùåíèé.
Ëåììà 1. Äîïóñòèì, ÷òî ýëåìåíòû ïîä÷èíåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξ) íåçàâèñèìû îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû, èìåþò IEξ0 = 0, IDξ0 = 1. Òîãäà äëÿ âñÿêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ t, v êîâàðèàöèÿ ïðîöåññà
ψλ åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòè λ,

cov (ψ(v), ψ(v + t)) = IE exp{−λ(ω)t} 4
= Lλ(t) . (2)

Äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 1 ñì. â [1].
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåììû 1. Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå êîïèè ÏÑÈ-ïðîöåññà ψ: ψ1, ψ2, . . .

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñîîòâåòñòâóþùèå òðèïëåòû {(ξ)j ,Πj(t), λj}j∈IN ñîâîêóïíî íåçàâèñèìû). Îá-
ðàçóåì íîðìèðîâàííûå ñóììû

ZN (t)
4
=

1√
N

N∑
j=1

ψj(t), t ∈ IR+ . (3)

Òåîðåìà 1. Ïðè N →∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ZN (t) ñõîäèòñÿ â ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè êîíå÷íî-
ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ê öåíòðèðîâàííîé ãàóññîâñêîé ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè Z(t), t ≥ 0,
èìåþùåé êîâàðèàöèþ Lλ(t).

Â ñëó÷àå, êîãäà èíòåíñèâíîñòü λ > 0 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, èìååò ìåñòî ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ
òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Ïðè N → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ZN (t) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñêîðîõîäà íåïðåðûâ-
íûõ ñïðàâà, èìåþùèõ êîíå÷íûå ïðåäåëû ñëåâà ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîìïàêòå [0, T ] 3 t, ê ïðîöåññó
Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà (ñòàöèîíàðíîìó, ãàóññîâñêîìó, ìàðêîâñêîìó) ñ êîâàðèàöèåé exp{−λt}.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ÖÏÒ äëÿ âåêòîðîâ. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2
ïðèâåäåíî â [2].
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Äëÿ îïèñàíèÿ ïðåäåëîâ íîðìèðîâàííûõ ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ÏÑÈ-ïðî-
öåññîâ, èõ ïðåäåëîâ â ñõåìå ñåðèé è/èëè èõ ïðåäåëîâ â ñìûñëå íîðìèðîâàííûõ ñóìì íàì ïîòðåáóåòñÿ
ïîíÿòèå ¾àìáèò ìíîæåñòâà¿, ¾àìáèò¿ ïðîöåññà è ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ¾òðàëîâîãî¿ (trawl) ïðîöåññà. Îäíà
èç ïðè÷èí òàêîé íåîáõîäèìîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ïðîöåññà ïðèõîäèòñÿ äîáàâëÿòü åùå îäíî èçìåðåíèå. Ïîíÿòèå ¾àìáèò¿ âîñõîäèò ê ëàòèíñêîìó
ambitus, ÷òî îçíà÷àåò ãðàíèöà, îãðàíè÷åííîñòü, ñôåðà âëèÿíèÿ. Ñóòü àìáèò èäåîëîãèè ñòîõàñòè÷åñêîé
ìîäåëè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà â òî÷êå (x, t) ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî òàê íàçûâàåìûì ¾àìáèò-ìíîæåñòâîì¿ At(x), êîòîðîå ñîäåðæèò òî÷êó (x, t). Ñ
äåòàëÿìè ìîæíî ïîäðîáíî îçíàêîìèòüñÿ â [3]. Äëÿ îïèñàíèÿ òðàëîâîãî ïðîöåññà íàì ïîòðåáóåòñÿ êëþ-
÷åâîå îïðåäåëåíèå áàçèñà Ëåâè ([3] Def 25, p.155).
Îïðåäåëåíèå 2. Áàçèñ Ëåâè L, çàäàííûé íà S ⊆ IRk, k ∈ IN, åñòü ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìåðà (âîçìîæ-
íî ñî çíàêîì) ñ íåçàâèñèìûìè ïðèðàùåíèÿìè (independently scattered), çàäàííàÿ íà îãðàíè÷åííûõ
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ Bb(S), èìåþùàÿ áåçãðàíè÷íî äåëèìîå ðàñïðåäåëåíèå íà êàæäîì A ∈ Bb(S),
îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñâîéñòâàìè.

1. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . èç Bb(S), òà-
êèõ ÷òî ∪∞j=1Aj ∈ Bb(S) âûïîëíåíî ï.í.

L(A1) + L(A2) + · · · = L
(
∪∞j=1Aj

)
, (4)

ãäå ïðåäåë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ï.í.
2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A1, A2, . . . èç Bb(S) ñî-

îòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû L(A1),L(A2), . . . íåçàâèñèìû.
3. Äëÿ êàæäîãî A ∈ Bb(S) ðàñïðåäåëåíèå L(A) ïðèíàäëåæèò êëàññó áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ðàñïðå-

äåëåíèé.
Â ñëó÷àå, êîãäà ñòðóêòóðíàÿ ìåðà (control measure, � e.g. Def.32, [3], p.162) äëÿ IR+-çíà÷íîãî áàçèñà

Ëåâè L åñòü ìåðà Ëåáåãà â îïðåäåëåíèè 2 áàçèñà Ëåâè ìíîæåñòâî Bb(S) ìîæíî çàìåíèòü íà ìíîæå-
ñòâî BLeb(S) � áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ S, èìåþùèõ êîíå÷íóþ ìåðó Ëåáåãà. Êîëü ñêîðî çíà÷åíèÿ L(A),
A ∈ Bb(S), èìåþò áåçãðàíè÷íî äåëèìîå ðàñïðåäåëåíèå, òî âûïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà Ëåâè-Õèí÷èíà äëÿ
êóìóëÿíòû (ñì.[3], Óòâåðæäåíèå 30 ñòð.161). Äàëåå òàì æå íà ñòð.162 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ôîðìóëà äëÿ
êóìóëÿíòû íå èçìåíèòñÿ, åñëè âçÿòü A ∈ BLeb(S). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëÿòü áàçèñ Ëåâè â äàí-
íîì ñëó÷àå. Äëÿ ðÿäà íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ A ∈ BLeb(S) äåòàëè ïðèâîäÿòñÿ â [4]. Òàì æå (ò.å. â
[4]), âèäèìî, âïåðâûå ïîÿâèëñÿ òåðìèí ¾àìáèò-ìíîæåñòâî¿. Îáñóæäåíèå òàêîé çàìåíû (â îïðåäåëåíèè
áàçèñà Ëåâè) Bb(S) íà BLeb(S) ñì. â [3], ñòð.156.
Îïðåäåëåíèå 3. Òðàëîâûé ïðîöåññ. Ïóñòü S = IRd × IR, ãäå ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïðÿìîãî
ïðîèçâåäåíèÿ òðàêòóåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî (ðàçìåðíîñòè d), à âòîðîé � êàê âðåìÿ. Ïóòü L åñòü
IR+-çíà÷íûé îäíîðîäíûé áàçèñ Ëåâè, îïðåäåëÿåìûé ñòðóêòóðíîé ìåðîé Ëåáåãà. Ïîä îäíîðîäíîñòüþ
áàçèñà Ëåâè ìû ïîíèìàåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå L(C) íå çàâèñèò îò ñäâèãà ìíîæåñòâà C ∈ BLeb â
S. Ïóñòü A = A(0) ⊂ IRd × (−∞, 0] � ¾íà÷àëüíîå àìáèò-ìíîæåñòâî¿, èìåþùåå êîíå÷íóþ ìåðó
Ëåáåãà, íàçûâàåìîå ¾òðàëîì¿ (trawl). Ðàññìîòðèì ìîíîòîííîå ñåìåéñòâî ñäâèãîâ âäîëü îñè âðåìåíè,
çàäàâàåìîå îòðåçêàìè (ñ îòêðûòûìè êîíöàìè) âèäà (0, t) ∈ IRd × IR è ïîëîæèì A(t) = A(0) + (0, t).
Ñåìåéñòâî (A(t)) îáðàçóåò ¾ìîíîòîííûé ïîòîê àìáèò-ìíîæåñòâ¿. Îïðåäåëèì òðàëîâûé ïðîöåññ:

Y (t)
4
= L(A(t)) . (5)

Â (5) ìû ïî óìîë÷àíèþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî t ≥ 0. Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíà ñòàöèîíàðíîñòü
òðàëîâîãî ïðîöåññà Y (t), ïîýòîìó ìû ïðè íåîáõîäèìîñòè âñåãäà ìîæåì ïîëîæèòü t ∈ IR. Èíäèêà-
òîðíûå ôóíêöèè äëÿ ñåìåéñòâà (A(t)) íàçîâåì ¾ñêîëüçÿùèì ÿäðîì äëÿ òðàëîâîãî ïðîöåññà¿.
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Â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî d = 1. Ðàññìîòðèì ¾ñïåöèàëüíûå àìáèò-ìíîæåñòâà¿ âèäà

Aη(t)
4
= {(x, s) : s ≤ t, 0 ≤ x ≤ η(s− t)} , t ≥ 0 , (6)

ãäå η � íåóáûâàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ëåâîé ïîëóîñè. Ðàññìîòðèì

ñîîòâåòñòâóþùèé òðàëîâûé ïðîöåññ Yη(t)
4
= L(A(t)), t ≥ 0.

Òåîðåìà 3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξ0(N))N∈IN � íà÷àëüíûå ÷ëåíû òîòàëüíî íåçàâèñè-
ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ÏÑÈ-ïðîöåññîâ (ψN (t))N∈IN, t ≥ 0. Ïóñòü íåçàâèñèìûå âåäóùèå ïðî-
öåññû èìåþò ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå èíòåíñèâíîñòè, ðàñïðåäåëåíèÿ êî-
òîðûõ çàäàíû ïîëîæèòåëüíîé (ï.í.) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé λ. Äîïóñòèì, ÷òî: 1) ðàñïðåäåëåíèå ξ0(1)
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íåêîòîðîãî α-óñòîé÷èâîãî çàêîíà, ëèáî 2) ξ0(1) èìååò áåçãðà-
íè÷íî äåëèìûé çàêîíà îòëè÷íûé îò α-óñòîé÷èâîãî. Òîãäà â ñëó÷àå 1) ïîäõîäÿùèì îáðàçîì íîðìèðî-
âàííûå ñóììû ÏÑÈ-ïðîöåññîâ ñõîäÿòñÿ â ñìûñëå ñëàáîé ñõîäèìîñòè êîíå÷íî-ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ê òðàëîâîìó ïðîöåññó Yη(t) ñ áàçèñîì Ëåâè, èìåþùèì çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå α-óñòîé÷èâîãî çàêî-
íà; â ñëó÷àå 2) ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ñõåìó ñåðèé (íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ÏÑÈ-
ïðîöåññîâ), äàþùóþ ñëàáûé ïðåäåë íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ξ0(1), è òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë (â
ñìûñëå ñõîäèìîñòè êîíå÷íî-ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé) ÏÑÈ-ïðîöåññîâ áóäåò Yη(t) ñ áàçèñîì Ëåâè, èìå-
þùèì èñõîäíûé áåçãðàíè÷íî-äåëèìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðè ýòîì, êàê äëÿ ñëó÷àÿ 1), òàê è äëÿ ñëó÷àÿ 2) íàøà ôóíêöèÿ η(s) = d(1− Lλ(−s))/ds, ãäå Lλ
� ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñëó÷àéíîé èíòåíñèâíîñòè λ.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3 îñíîâûâàåòñÿ íà äåòàëüíîé ðàáîòå ñ êóìóëÿíòàìè è ïðåäñòàâëåíèåì
Ëåâè-Õèí÷èíà.
Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü λ > 0 � íåñëó÷àéíà. Òîãäà ìû â Òåîðåìå 3 èìååì â êà÷åñòâå ïðåäåëà îáîá-
ùåíèå ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà íà ñëó÷àé áåçãðàíè÷íî-äåëèìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äàííîå îáîá-
ùåíèå îòëè÷àåòñÿ îò àâòî-ðåãðåññèîíîé ñõåìû, îíî ââåäåíî â 2005 ãîäó â [5] è íàçâàíî ¾âåðõíå-
ëåñòíè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ïðîöåññà Îðíøòåéíà-Óëåíáåêà¿ (Upstairs representation of the Ornstein-

Uhlenbek process). Çàáàâíî, ÷òî àâòîð ðàáîòû [4], ãäå îí ââåë ïîíÿòèå ¾òðàëîâîãî ïðîöåññà¿ â 2011
ãîäó, â êíèãå [3] ïèøåò, ÷òî îí òîãäà, ò.å. â 2011 ãîäó, íå çíàë î ðàáîòå [5] 2005-ãî ãîäà.
Çàìå÷àíèå 2. Ôóíêöèÿ η èìååò âèä ýêñïîíåíòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ > 0 � íåñëó÷àé-
íà. Áîëåå òîãî, ôóíêöèÿ η ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû −ζ, ãäå ζ ïîêàçàòåëüíî
ðàñïðåäåëåíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ > 0. Òðàëîâûé ïðîöåññ Yη(t) ìàðêîâñêèé òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå è
òîëüêî äëÿ ãàóññêîãî, ëèáî ïóàññîíîâñêîãî áàçèñà Ëåâè íà IR× IR.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 20-01-00646 (À).
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Áàíàõîâû ïðåäåëû è ïðèëîæåíèÿ

Å. Ì. Ñåìåíîâ (Âîðîíåæ)

×åðåç ℓ∞ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x =
(x1, x2, . . .) ñ íîðìîé

∥x∥∞ = sup
n∈N

|xn|

è îáû÷íîé ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòüþ. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë B ∈ ℓ∗∞ íàçûâàåò-
ñÿ áàíàõîâûì ïðåäåëîì, åñëè

1. B ⩾ 0, ò. å. Bx ⩾ 0 äëÿ âñåõ x ⩾ 0,
2. B1I = 1, ãäå 1I = (1, 1, . . .),
3. Bx = BTx äëÿ âñåõ x ∈ ℓ∞, ãäå T � îïåðàòîð ñäâèãà, ò. å. T (x1, x2, . . .) =

(x2, x3, . . .).
Ñóùåñòâîâàíèå áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ áûëî àíîíñèðîâàíî â ñòàòüå Ìàçóðà

(1929 ã.), à äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â êíèãå Áàíàõà. Ìíîæåñòâî áàíàõîâûõ
ïðåäåëîâ, êîòîðîå ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç B, åñòü çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæå-
ñòâî íà åäèíè÷íîé ñôåðå ïðîñòðàíñòâà ℓ∗∞. Ýáåðëåéí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå
áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ðåãóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé Õàóñäîðôà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ℓ∞
òàêèõ, ÷òî

1. H ⩾ 0 è H1I = 1I;
2. Hc0 ⊂ c0;
3. lim sup

j→∞
(A(I − T )x)j ⩾ 0 äëÿ âñåõ x ∈ ℓ∞, A ∈ conv{Hn, n ⩾ 0}.

Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû óñèëèâàåò
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò B ∈ B, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà

H ∈ Γ, ò. å. Bx = BHx äëÿ âñåõ x ∈ ℓ∞.
Óñëîâèÿì 1 � 3 óäîâëåòâîðÿþò îïåðàòîðû ×åçàðî

(Cx)n =

{
1

n

n∑
k=1

xk

}
, n = 1, 2, . . .

è îïåðàòîðû ðàñòÿæåíèÿ

σn(x1, x2, . . .) = (x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
n

, x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
n

, . . .).

Ïðèëîæåíèÿ òåîðèè áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè îïåðàòîðîâ, ñèí-
ãóëÿðíûì ñëåäàì, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, îðòîãîíàëüíûì ðÿäàì è äðóãèì ðàç-
äåëàì ìàòåìàòèêè. Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà ñ Ô. À. Ñóêî÷åâûì (óíèâåðñèòåò Ñèä-
íåÿ, Àâñòðàëèÿ).
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Î ãëîáàëüíûõ ïî âðåìåíè ðåøåíèÿõ îäíîãî êëàññà

äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñî

ñëó÷àéíûìè âîçìóùåíèÿìè

Ä.Ñ. Ñåðãååâà1 (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
daha192000@mail.ru

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ïðîèçâîäíûõ â ñðåäíåì èìåþò-
ñÿ â [1,2]. Òàì òàêæå îïèñàíà åñòåñòâåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîíÿ-
òèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëó÷àéíîãî ïîòîêà íà áåñêîíå÷íîñòè, ââåäåí-
íîãî Ë.Øâàðöåì.

Ïóñòü ìàòðè÷íûé ïó÷îê λL+M â Rn ðåãóëÿðåí è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ ðàíã-ñòåïåíü (ñì. [3]). Òîãäà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ×èñòÿêîâà (ñì. [3]) ìàòðèöû L è M ïðåîáðàçóþòñÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà{
LDSξ(t) = Mξ(t) + f(t, ξ(t))
D2ξ(t) = Θ

, (1)

ãäå f(t, x) = (f1(t, x1, x2), f2(t, x1, x2)) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå Rn →
Rn. Óðàâíåíèå (1) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà:{

LDSξ1(t) = Jξ1(t) + f1(t, ξ1(t), ξ2(t))
D2ξ(t) = Θ

è {
LDSξ2(t) = ξ2(t) + f2(t, ξ1(t), ξ2(t)))
D2ξ2(t) = 0.

Òàê êàê D2ξ2(t) = 0, ξ2 ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ïðîöåññîì è
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ, ââåäåííîãî â [4], îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííûì
âåêòîðîì èç Rn−d. Ïðè âûïîëíåíèè òåõ æå óñëîâèé èç [4], ñóùåñòâó-
åò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f(t) : Rd → Rd, òàêîå, ÷òî f1(t, x1, x2) =
f(t, x1). Òàêèì îáðàçîì, (1) ñâîäèòñÿ ê{

LDSξ1(t) = Jξ1(t) + f(t, ξ1(t))
D2ξ(t) = Θ.

(2)

Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ââåäåííûõ âûøå óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (2)
èìååò ðåøåíèå, åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ýëå-
ìåíòîì ñ ãëàäêîé è íèãäå íå ðàâíîé íóëþ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

1© Ñåðãååâà Ä.Ñ., 2021



Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû è ïðÿìîé, è îáðàòíûé ïîòîêè, ïî-
ðîæäåííûå óðàâíåíèåì (1), áûëè îäíîâðåìåííî ïîëíû è íåïðåðûâ-
íû íà áåñêîíå÷íîñòè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà [0,∞)×
Rd ñóùåñòâîâàëè ïîëîæèòåëüíûå ãëàäêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
u(t, x) è u(t, x) òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ (t, x) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà ( ∂

∂t + A)u < C è (− ∂
∂t + A)ũ < C äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ êîíñòàíò C è C, ãäå A è A � ãåíåðàòîðû ïðÿìîãî è
îáðàòíîãî ïîòîêîâ, ïîðîæäåííûõ óðàâíåíèåì (2).
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ВИРТУАЛЬНЫЕ ВРЕМЕНА ОЖИДАНИЯ В МОДЕЛИ КЛЕЙНРОКА         

 

Симонян А.Р., Улитина Е.И. 

 

 

Рассмотрим систему Mr|Gr|1| с интенсивностями входящих потоков 𝑎1>0,⋯ , 𝑎𝑟 > 0. 

Длительности обслуживания вызовов имеют функцию распределения 𝐵𝑘(𝑥), 𝐵𝑘(+0) = 0, rk ,1= .  

В момент времени 𝑡 = 0 система свободна от вызовов. Пусть модель Mr|Gr|1| с дисциплиной 

Клейнрока. [1-3]. 

Рассмотрим виртуальные времена ожидания (ВВО) 𝑘 −вызова, обозначим через 𝑤𝑘(𝑡)) в 

момент времени 𝑡 [3]. Задача нахождения ФР ВВО wk(t), rk ,1= , t0, является главной задачей [4-5]. 

В настоящей работе предложен новый метод анализа wk(t), rk ,1= , t0. 

Обозначим 

𝑏𝑘 = ∫ 𝑥𝑑𝐵𝑘(𝑥),   
∞

0
𝑎𝑖𝑘 = 𝑎𝑖 ⋅ [1 −

𝑏𝑘+1

𝑏𝑖
],   𝜎𝑘 = ∑ 𝑎𝑖𝑘

𝑘
𝑖=1 , 𝑖 = 1, 𝑘,    𝑘 = 1, 𝑟,   br+1=0, 

𝛽𝑘(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑥𝑑𝐵𝑘(𝑥)
∞

0
,   𝜔𝑘(𝑠, 𝑡) = 𝐸𝑒−𝑠𝜔𝑘(𝑡), mk(s)=s+k-kk(s),    s0,       t0, 

E–знак математического ожидания, а функция k(s) –минимальный корнь функционального уравнения  

𝜎𝑘 ⋅ 𝑥 = ∑ 𝑎𝑖𝑘
𝑘
𝑖=1 ⋅ 𝛽𝑖(𝑠 + 𝜎𝑘 − 𝜎𝑘 ⋅ 𝑥). 

При rk ,1= ,  s0,  t0  справедливы равенства [5] 

k(s,t)= k (mk-1(s),t),     (1) 

где k (s,t)=Eexp(-s k (t)) и k (t) есть k(t) при условии прекращения доступа в систему вызовов после 

момента t. 

При 𝑘 = 1, 𝑟, 𝑗 = 𝑘, 𝑟 и s0 положим 

pk(s)=s-∑ 𝑎𝑖 ⋅ (1 − 𝛽𝑖(𝑠))𝑘
𝑖=1 ,  pk

j(s)=s-∑ 𝑎𝑖𝑗 ⋅ (1 − 𝛽𝑖(𝑠))𝑘
𝑖=1 . 

Теорема 1. При любых 𝑘 = 1, 𝑟, t0, s0 имеют место 

𝜔𝑘(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑝𝑘(𝑠)𝑡 {1 − 𝑠 ⋅ ∫ 𝑒−𝑝𝑘(𝑠)𝑢𝑃(𝑢)𝑑𝑢 − ∑ 𝑎𝑗 ⋅ (1 − 𝛽𝑗(𝑠)) ⋅ ∫ 𝑒−𝑝𝑘(𝑠)𝑣𝑑𝑣
𝑡

0

𝑟

𝑗=𝑘+1

×
𝑡

0

 

× ∫ 𝑒−𝑝𝑘
𝑗−1

(𝑠)𝑢

𝑏𝑘
𝑏𝑘−𝑏𝑗

(𝑡−𝑣)

0
𝑑𝑢𝑃(𝑤𝑗(𝑣) < 𝑢)},                                                        (2) 

где P – знак вероятности и   

∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑃(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
=(mr(s))-1,     s0.     (3) 

Уравнения (1)-(3) дают полную информацию о wk(t), rk ,1= , t0.  

В часности из (2) при k=r имеем 
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(s,t)≝ 𝜔𝑟(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑝𝑟(𝑠)𝑡 {1 − 𝑠 ⋅ ∫ 𝑒−𝑝𝑟(𝑠)𝑢𝑃(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0
}, t0,   s0. (4) 

Теорема 2. При любых rk ,1= , t0, s0 справедливы равенства 

𝜔𝑘(𝑠, 𝑡) = 𝜔(𝑠, 𝑡) + 

+ ∑ 𝑎𝑗 (1 − 𝛽𝑗(𝑠)) ∑ ∫ 𝑒𝑝𝑛−1(𝑠)𝑦𝑑𝑦
𝑡

0

𝑗
𝑛=𝑘+1

𝑟
𝑗=𝑘+1 ∫ 𝑒−𝑝𝑛−1

𝑗−1
(𝑠)𝑢

𝑏𝑛
𝑏𝑛−𝑏𝑗

𝑦

𝑏𝑛−1
𝑏𝑛−1−𝑏𝑗

𝑦
𝑑𝑢𝑃(𝑤𝑗(𝑡 − 𝑦) < 𝑢). (5) 

Уравнения (4), (5) также дают полную информацию о wk(t), rk ,1= , t0.  
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Об обобщениях дискретного и интегрального
неравенств Коши-Буняковского методом

средних значений

С.М. Ситник (БелГУ, Россия)

В докладе в форме небольшого обзора рассматриваются уточнения в
терминах средних значений интегрального и дискретного неравенств Коши–
Буняковского. Также приведены приложения к получению неравенств для
некоторых специальных функций. Результаты можно применить к уточне-
нию оценок ряда величин в теории вероятностей и математической стати-
стике.

Приведём основной результат для уточнения интегрального неравен-
ства Коши-Буняковского [1]–[3]. Назовём абстрактным средним функцию
M(x, y), удовлетворяющую естественным условиям: min(x, y) ≤ M(x, y) ≤
max(x, y) (промежуточность), M(x, x) = x (несмещённость), M(ax, ay) =
a ·M(x, y) (однородность) и свойству монотонности по каждой переменной.
Обозначим через M∗(x, y) величину M∗(x, y) = xy

M(x,y) . Тогда справедлива

Теорема 1 Пусть M - произвольное абстрактное среднее. Тогда справед-
ливо обобщение интегрального неравенства Коши–Буняковского вида(∫ b

a

f(x)g(x) dx

)2

≤
∫ b

a

(M(f, g))2 dx ·
∫ b

a

(M∗(f, g))2 dx ≤ (1)

≤
∫ b

a

(f(x))2 dx ·
∫ b

a

(g(x))2 dx, (2)
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О ЯДРАХ СЛУЧАЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ.

СМОРОДИНА Н.В.

Пусть ξx(t) – решение стохастического дифференциального уравнения

dξx(t) = b(ξx(t))b
′(ξx(t)) dt+ b(ξx(t)) dw(t), ξx(0) = x.

В пространстве L2(R) рассмотрим самосопряженный оператор

A = −1

2

d

dx

(
b2(x)

d

dx

)
+ V (x),

заданный на области определения W 2
2 (R). Относительно функций b(x), V (x)

мы будем предполагать выполнение следующих условий: 1. V ∈ L1(R). 2. b ∈
C2

b и отделена от нуля. 3. Существует b0 > 0 такое что lim
x→±∞

b(x) = b0. 4.

lim
x→±∞

b′(x) = lim
x→±∞

b′′(x) = 0. 5.
∫
R x2(|b(x)− b0|+ |b′(x)|) dx < ∞.

Из условий 1-5 вытекает, что спектр оператора A состоит из интервала [0,∞)
и, возможно, нескольких отрицательных однократных собственных значений.
Через Ha ⊂ L2(R) обозначим абсолютно непрерывное подпространство опера-
тора A, а через Pa – ортогональный проектор в L2(R) на Ha. Через A0 = APa

обозначим сужение оператора A на Ha.
Для каждого λ, удовлетворяющего условию Reλ 6 0 определим случайный

оператор Rt
λ, полагая

Rt
λf(x) =

∫ t

0

eλτ (Paf)(ξx(τ))e
−

∫ τ
0

V (ξx(s)) ds dτ.

Теорема 1. 1. С вероятностью 1 оператор Rt
λ является ограниченным ин-

тегральным оператором в L2(R) вида

Rt
λf(x) =

∫
R
rλ(t, x, y)f(y) dy,

причем при Reλ < 0 последнее равенство справедливо также для t = ∞.
2. Для любых λ, t, x функция rλ(t, x, ·) ∈ Wα

2 для любого α ∈ [0, 1
2 ).

Теорема 2. 1. Если Reλ < 0 то для любого f ∈ Ha выполнено

E
∫
R
rλ(∞, ·, y)f(y) dy = (A0 − λI)−1f. (1)

2. Если Reλ = 0 и λ ̸= 0 то для любого f ∈ Ha выполнено

lim
t→∞

E
∫
R
rλ(t, ·, y)f(y) dy = (A0 − λI)−1f. (2)

При λ = 0 равенство (2) выполнено для любого f ∈ D(A0 − λI)−1.

ПОМИ РАН, Санкт-Петербург, Россия
E-mail address: smorodina@pdmi.ras.ru

Работа выполнена при поддержке РНФ (грант № 22-21-00016).
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Ранее [1] рассмотрены стохастические модели диффузии и последующей излучательной 

рекомбинации неравновесных неосновных носителей заряда (ННЗ), генерированных в одно-

родных полупроводниках широкими электронными или световыми пучками. Использование 

широких источников возбуждения позволяет при математическом моделировании использовать 

одномерные математические модели рассматриваемых явлений, а при проведении эксперимен-

тальных исследований для диагностики материалов существенно снизить радиационную 

нагрузку на объекты исследований.  

Для однородных полубесконечных полупроводников и полупроводников конечной тол-

щины дифференциальные уравнения диффузии ННЗ могут быть записаны в виде [2]: 

 

   
 

2

2

d p z p z
D z

dz

 
  


 

или 

 

   
   

2
0 0

02

, ,
ρ δ

τ

d p z z p z z
D z z z

dz

 
     

 

с соответствующими граничными условиями – в зависимости от характера модели. Здесь сим-

вол   обозначает изменение соответствующего физического параметра, функции  p z  и 

 0, ,p z z  описывают распределение ННЗ по глубине в мишени в результате их диффузии, 

при этом для второй модели  0 00
( ) ,p z p z z dz


   , z  – координата, отсчитываемая от 

плоской поверхности вглубь полупроводника,  ρ z  – концентрация генерированных ННЗ на 

глубине z  до их диффузии, а ,D  τ,  s  – коэффициент диффузии, время жизни и скорость 

поверхностной рекомбинации ННЗ соответственно, которые для однородных мишеней счита-

ются постоянными. 

Если по какой–то причине характер внешнего возбуждения изменится (например, вслед-

ствие какого–либо случайного воздействия), то это приведѐт к изменению распределений ННЗ 

после их диффузии в полупроводниковой структуре и, как следствие, к изменению параметров 

катодолюминесцентного излучения. При математическом моделировании это отвечает измене-

нию правой части дифференциального уравнения диффузии  ρ z , изменению его решения 

 p z  или  0,p z z  и изменению параметров, характеризующих интенсивность катодолю-

минесценции  0,I E  . При возбуждении катодолюминесценции моноэнергетичными элек-

тронами 0E  – их энергия, а   – вектор параметров, характеризующих мишень. Отчасти такая 

mailto:m.stepovich@mail.ru
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работа проводилась ранее для однородных [2] и многослойных [3] мишеней; здесь эти исследо-

вания продолжены. 

В настоящей работе для рассматриваемых математических моделей диффузии и катодо-

люминесценции получены оценки, позволяющие по изменению правой части дифференциаль-

ного уравнения диффузии оценить изменение параметров этих процессов. Основной результат 

сформулирован в виде следующей теоремы. 

Теорема. Если  

   2 1ρ ρ ε,z z   

где ε  – произвольная постоянная, то  

   2 1 1εp z p z C    

и  

   2 0 1 0 2, , ε.I E I E C     

Вид константы уточнѐн для обеих рассматриваемых моделей: для однородных полубесконеч-

ных полупроводников и однородных полупроводников конечной толщины. Поскольку характер 

внешнего воздействия на полупроводник не конкретизируется, полученные результаты спра-

ведливы при воздействии на полупроводник как пучков заряженных частиц, так и электромаг-

нитного излучения.  

Полученные результаты использованы при проведении качественных оценок для пер-

спективных материалов полупроводниковой оптоэлектроники. 
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ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ È ÍÅËÅÉÍÎÌ ×ËÅÍÅ
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dil9ara@rambler.ru

Ââåä¼ì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà â ôîðìå Ñòðà-
òîíîâè÷à:

dtu+ αuxdt+ βuux ∗ dW (t) + γuxxx ∗ dW (t) = 0, (1)

êîòîðîå ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ut + αux + (βuux + γuxxx)W
′(t) = 0, (2)

ãäå α, β, γ > 0, à u(x, t,W (t)), u(x, 0, 0) = u0, (x, t) ∈ R× [0,T] � ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ðàñïðîñòðàíåíèå äëèííûõ âîëí, W (t),W (0) = 0 �
ñòàíäàðòíûé âåùåñòâåííîçíà÷íûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé äåéñòâóåò
íà íåëèíåéíûé è äèñïåðñèîííûé ÷ëåíû óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå Êîðäåâåãà �
äå Ôðèçà èñïîëüçóåòñÿ êàê ïðèáëèæåíèå äëÿ îïèñàíèÿ îäíîíàïðàâëåííîãî
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ñ ìàëîé àìïëèòóäîé è áîëüøîé äëèíîé â íåëèíåé-
íûõ äèñïåðñèâíûõ ñèñòåìàõ. Â ôèçè÷åñêîì ñìûñëå øóì, íàêëàäûâàåìûé
íà íåëèíåéíûé ÷ëåí, îïðåäåëÿåò âëèÿíèå ôàêòîðîâ îêðóæàþùèé ñðåäû íà
ïîäíÿòèå âîëíû, à øóì, íàêëàäûâàåìûé íà äèñïåðñèîííûé ÷ëåí, îïðåäå-
ëÿåò ñëó÷àéíóþ ïðèðîäó ðåññåèâàíèÿ âîëíû, ÷òî ÿâëÿòñÿ áîëåå àäåêâàòíîé
ìîäåëüþ êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå íîñÿò ñòîõàñòè÷åñêèé
õàðàêòåð.

Ðàíåå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà áûëî èññëåäîâàíî
â ñòàòüå A de Bouard, A Debussche [1] â 1998 ãîäó. Àâòîðû ðàññìîòðåëè ÊäÔ
ñî ñëó÷àéíûì ÷ëåíîì òèïà áåëîãî øóìà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ýòî ìî-
æåò áûòü ìîäåëü âîäÿíûõ âîëí íà æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä ñëó÷àéíûì
äàâëåíèåì. Â ñòàòüå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé â
H1(R) â ñëó÷àå àääèòèâíîãî øóìà è ñóùåñòâîâàíèå ìàðòèíãàëüíûõ ðåøå-
íèé â L2(R) â ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî øóìà.

Çàòåì Debussche A. [2] ÷èñëåííî èññëåäîâàë âëèÿíèå îäíîðîäíîãî øó-
ìà íà ýâîëþöèþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Êîðäåâåãà äå Ôðèçà ìåòîäîì êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâî-
äèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé àìïëèòóäû øóìà. Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â
ðàñïðîñòðàíåíèå èîí-àêóñòè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ â ïëàçìå äîëæåí áûòü äîáàâ-
ëåí ÷ëåí ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì øóìîì äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ê ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Îäíàêî â ýòèõ ñòàòüÿõ èññëåäîâàëñÿ ëèøü âîçìóùàþùèé ÷ëåí â âèäå
øóìà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Â òî âðåìÿ êàê â äàííîé ðàáîòå ïðåä-
ëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü øóì, íàêëàäûâàåìûé íà íåëèíåéíûé ÷ëåí, êîòîðûé
îïðåäåëÿåò âëèÿíèå ôàêòîðîâ îêðóæàþùèé ñðåäû íà ïîäíÿòèå âîëíû, è
øóì, íàêëàäûâàåìûé íà äèñïåðñèîííûé ÷ëåí, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñëó÷àé-
íóþ ïðèðîäó ðåññåèâàíèÿ âîëíû.

Äëÿ óäîáñòâà ðàçîáü¼ì ðàññóæäåíèå íà øàãè:

Øàã 1. Öåëü äàííîãî øàãà � ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ (1) ê öåïî÷êå äå-
òåðìèíèðîâàííûõ óðàâíåíèé. Ðàñïèøåì ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëû â
ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à:

dtu = utdt+ uv ∗ dW (t),
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ãäå u(x, t, v) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, èìåþùàÿ
íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïåðåïè-
øåòñÿ â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

utdt+ uv ∗ dW (t) + αuxdt+ βuux ∗ dW (t) + γuxxx ∗ dW (t) = 0, (3)

ãäå α, β, γ > 0, à u(x, t,W (t)), u(x, 0, 0) = u0, (x, t) ∈ R× [0,T] � ñëó÷àéíûé
ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ðàñïðîñòðàíåíèå äëèííûõ âîëí, W (t),W (0) = 0 �
ñòàíäàðòíûé âåùåñòâåííîçíà÷íûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé äåéñòâóåò
íà íåëèíåéíûé è äèñïåðñèîííûé ÷ëåíû óðàâíåíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåõíè-
êîé ñâåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÄÓ) Èòî â
ôîðìå Ñòðàòîíîâè÷à ê öåïî÷êå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3],[4], ïî-
äðîáíî îïèñàííîé â [4] â ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ ïîòðàåêòîðíûõ àíàëîãîâ îä-
íîìåðíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íûì
èíòåãðàëîì, óñëîâèé èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.
Ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

(ut + αux)dt+ (uv + βuux + γuxxx) ∗ dW (t) = 0. (4)

Îòêóäà ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà óðàâíåíèé:

ut + αux = 0, (5)

uv + βuux + γuxxx = 0. (6)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííû-
ìè, ðåøåíèåì óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ u(x, t, v), ïðè
v = W (t). Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (5) èç öåïî÷êè � ëèíåéíîå îä-
íîðîäíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà � óðàâíåíèå
ïåðåíîñà íà ïåðåìåííûå t è x, ãäå v âûñòóïàåò â ðîëè ïàðàìåòðà, à âòî-
ðîå óðàâíåíèå (6) � êëàññè÷åñêîå íåëèíåéíîå äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíå-
íèå Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà íà ïåðåìåííûå v è x, ãäå t âûñòóïàåò â ðîëè
ïàðàìåòðà.

Øàã 2. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5) â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ïåðåìåííûå t è x, ãäå v âûñòóïàåò â ðî-
ëè ïàðàìåòðà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u(x, t, v) = φ(x − αt, v), ãäå ðåøåíèå
u(x, t, v) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì âäîëü êàæäîé èç õàðàêòåðèñòèê, à φ � ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî ôóíêöèè φ, êîòîðàÿ çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì, ïîêàçàííûì
íèæå.

Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå öåïî÷êè (6) � êëàññè÷åñêîå íåëèíåéíîå
äåòåðìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà íà ïåðåìåííûå v è
x, ãäå t âûñòóïàåò â ðîëè ïàðàìåòðà. Ïóñòü u(x, t, v) � ÷àñòíîå ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ
v =W (t). Òîãäà ðåøåíèå u(x, t, v) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ñèëó òåîðåìû
äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà.

Øàã 3. Ïîäñòàâèì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèå (5) âî âòîðîå óðàâíåíèå
öåïî÷êè (6), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

φv + βφφy + γφyyy = 0, (7)
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ãäå y = x − αt. Ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê êëàññè÷åñêîå íåëèíåéíîå äåòåð-
ìèíèðîâàííîå óðàâíåíèå Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà íà ïåðåìåííûå v è y, ãäå t
âûñòóïàåò â ðîëè ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (7) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå u(x, t, v) = φ(x− αt, v).

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ñòðîèòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7).
Ïóñòü φ(y, t, v) � ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Êîð-

äåâåãà � äå Ôðèçà (7), ãäå t âûñòóïàåò â ðîëè ïàðàìåòðà, òîãäà φ1(y, t, v) =
φ(y, t, v) ïðè v =W (t),W (t) ≥ 0 è φ2(y, t, v) = φ(y, t, v) ïðè v =W (t),W (t) <
0. Ïîýòîìó ðåøåíèå öåïî÷êè (5), (6), à ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèÿ (7) è ÑÄÓ
(1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(x, t,W (t)) = φ1(x−αt,W (t)) ·1(W (t) ≥ 0)+φ2(x−αt,W (t)) ·1(W (t) < 0).

Øàã 4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñâåëîñü ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (5), (6),
(7) ðåøåíèå êîòîðûõ ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøå-
íèé äëÿ ÑÄÓ Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà (1), ñîñòîÿùèé èç øàãîâ 1-3, ÿâëÿåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâîì ñëåäóþùåé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé:

Òåîðåìà.Ïóñòü φ(y, t, v) � ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå êëàññè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà (7), òîãäà ðåøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ äëèííîé âîëíû Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà ñ øóìîì â äèñïåðñèè è íåëèåé-
íîì ÷ëåíå (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, ÿâëÿþùåìñÿ
ïåðåñå÷åíèåì äâóõ êëàññîâ: êëàññà ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà (5) è êëàññà ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Êîðäåâåãà
� äå Ôðèçà (6). Êðîìå òîãî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ
ïî ïîëó÷åííîìó â øàãàõ 1-3 ìåòîäó.

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâåííî, ÷òî â êà÷åñòâå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ìîæíî
áðàòü íå òîëüêî âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, íî è ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ (ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà),
êîòîðàÿ èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ è äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
ÑÄÓ Êîðäåâåãà�äå Ôðèçà ñ øóìîì â äèñïåðñèè è íåëèåéíîì ÷ëåíå.

Ìîäåëèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà ñ øóìîì â íåëèíåé-
íîì è äèñïåðñèîííîì ÷ëåíå ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîìó äåòåðìèíèðîâàííî-
ìó óðàâíåíèþ Êîðäåâåãà � äå Ôðèçà, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò ìîäåëè-
ðîâàíèå ÑÄÓ ÊäÔ. À ÷àñòíûå ðåøåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ÊäÔ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ÊäÔ.
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Пусть X1, X2, . . . , Xn есть латентные (ненаблюдаемые) независимые и одинаково рас-
пределенные случайные величины с неизвестной непрерывной функцией распределения
F (x) и плотностью распределения f(x) > 0, x ∈ (0, 1), отрезок [0, 1] – носитель этого рас-
пределения, ui = i/n, i = 0, 1, . . . , n – точки деления интервала [0, 1] и Wi = I(Xi < ui)
есть индикатор события:{ Xi < ui}. Рассматривается задача оценивания квантиля по-
рядка 0 < λ < 1 функции распределения F (x) на основе данных (Wi, ui, i = 0, . . . , n).
Такая задача возникает в биологии и называется зависимостью «доза-эффект» (cм. [1],
[2], [3]). Заметим, что E(Wi) = F (ui).

Обычная практика оценивания F (x) и ее квантилей состоит в использовании ядер-
ных оценок [2]. В последнее время появилось большое количество работ, посвящен-
ных оцениванию функции распределения с использованием для этой цели полиномов
bk(n, x) = Ck

nx
k(1−x)n−k, k = 0, 1, . . . , n, x ∈ (0, 1). Так, в работaх [4], [5] для полной вы-

борки X1, X2, . . . , Xn предлагается использовать статистику F̂n(x) =
n∑

k=0

Fn(uk)bk(n, x)

в качестве оценки функции распределения F (x), где Fn(x) есть эмпирическая функ-
ция распределения. Для бернуллиевской функции регрессии оценки с использованием
полиномов Бернштейна изучены в работе [6], именно, в качестве оценки для F (x) пред-
ложена статистика

F ∗
n(x) =

n∑
k=0

Wkbk(n, x).

Так как E(F ∗
n(x)) = Bn(x) =

n∑
k=0

Fn(uk)bk(n, x) является полиномом Бернштейна по-

рядка n и
√

4πnx(1− x)
∑n

k=0 b
2
k(n, x) = 1 + o(1) [4], то эти оценки состоятельны и в [6]

также показано, что они асимптотически нормальны.
Теперь для заданного 0 < λ < 1 определим

xλ = inf x : F (x) > λ, x̂n,λ = inf x : F ∗
n(x) > λ.

В настоящем сообщении мы рассматриваем статистику x̂n,λ в качестве оценки кван-
тиля xλ порядка 0 < λ < 1. Имеют место следующие результаты.

Теорема 1. Пусть F (x) имеет третью ограниченную производную и 0 < λ < 1
задано. Тогда

x̂n,λ
p−→

n→∞
xλ.

Теорема 2. При условиях предыдущей теоремы
√
n(xn,λ − xλ)

d−→
n→∞

N(0, σ2), где σ2 =
λ(1− λ)

4πf 2(xλ)xλ(1− xλ)
.
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Öèêëè÷åñêèé àëãîðèòì ñ ïðîäëåíèåì è
äîîáñëóæèâàíèåì ïðè óïðàâëåíèè

êîíôëèêòíûìè ïîòîêàìè íåîäíîðîäíûõ
òðåáîâàíèé

Ôåäîòêèí À.Ì.1, Ìàðêèíà Í.Ñ.2

Ðîññèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä,
Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî,
Èíñòèòóò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè,

êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà1

êàôåäðà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è àíàëèçà äàííûõ2

fandr@vmk.unn.ru1, natalia.marckina2010@yandex.ru2

Â ðàáîòå [1] èññëåäîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëüíîé ñèñòåìû öèêëè÷åñêîãî
óïðàâëåíèÿ êîíôëèêòíûìè òðàíñïîðòíûìè ïîòîêàìè ìàëîé èíòåíñèâíîñòè íà èçîëè-
ðîâàííîì ïåðåêð¼ñòêå. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ êîíôëèêòíûìè íåîðäè-
íàðíûìè ïóàññîíîâñêèìè ïîòîêàìè Π1 è Π2 [2] ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ
ïðîäëåíèåì è äîîáñëóæèâàíèåì. Ïðè j = 1, 2 ïîòîê Πj ÿâëÿåòñÿ íåîðäèíàðíûì ïóàñ-
ñîíîâñêèì ñ èíòåíñèâíîñòüþ λj äëÿ âûçûâàþùèõ ìîìåíòîâ. Â êàæäûé âûçûâàþùèé
ìîìåíò ïî ïîòîêó Πj ìîæåò ïîñòóïèòü îäíà, äâå èëè òðè çàÿâêè ñîîòâåòñòâåííî ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ pj , qj èëè sj , ãäå pj + qj + sj = 1. Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé îáñëóæèâàþùåãî
óñòðîéñòâà, ðåàëèçóþùåãî öèêëè÷åñêèé àëãîðèòìà ñ ïðîäëåíèåì è äîîáñëóæèâàíèåì,
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γ = {Γ(1),Γ(2),Γ(3),Γ(4)}, ãäå äëèòåëüíîñòü êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ
Γ(e) ïðè e ∈ M = {1, 2, 3, 4} ðàâíà Te. Ïðè êàæäîì ñîñòîÿíèè Γ(2j−1) îáñëóæèâàåò-
ñÿ òîëüêî ïîòîê Πj ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ lj = [µjT2j−1], ãäå µj � èíòåíñèâíîñòü
îáñëóæèâàíèÿ çàÿâîê ýòîãî ïîòîêà. Ñîñòîÿíèå Γ(2j), j = 1, 2, ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó
ïåðåíàëàäêè îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà ïîñëå îáñëóæèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-
òîêà. Â ýòî âðåìÿ äîîáñëóæèâàþòñÿ òîëüêî çàÿâêè ïîòîêà Πj , êîòîðûå óæå íà÷àëè
îáñëóæèâàòüñÿ â ïðåäûäóùåì ñîñòîÿíèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî T2j−1 > T2j . Ïðîïóñêíóþ ñïî-
ñîáíîñòü â ñîñòîÿíèè Γ(2j) îáîçíà÷àåì l′j = [µjT2j ], l

′
j ≤ lj . Ñìåíà òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ

îáñëóæèâàþùåãî óñòðîéñòâà èëè åãî ïðîäëåíèå ïðèíèìàåòñÿ â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû
âðåìåíè τ0, τ1, . . . Ïóñòü ñëó÷àéíûé ýëåìåíò Γi ∈ Γ åñòü ñîñòîÿíèå îáñëóæèâàþùåãî
óñòðîéñòâà íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [τi, τi+1) ïðè i ∈ I = {0, 1, . . .}. Áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî τi+1 = τi + f(Γi), i ∈ I, ãäå f(Γ(e)) = Te, e ∈ M . Òàê êàê ïîòîêè Π1 è Π2

íå ìîãóò îáñëóæèâàòüñÿ îäíîâðåìåííî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå [τi, τi+1), òî îíè ÿâëÿ-
þòñÿ êîíôëèêòíûìè [1]. Ââåäåì ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû íà ýòèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè:

− ηj,i ∈ X = {0, 1, . . .} � êîëè÷åñòâî ïîñòóïèâøèõ â ñèñòåìó òðåáîâàíèé ïîòîêà Πj

çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [τi, τi+1);

− κj,i ∈ X � êîëè÷åñòâî íàõîäÿùèõñÿ â î÷åðåäè îæèäàíèÿ òðåáîâàíèé ïîòîêà Πj â
ìîìåíò âðåìåíè τi;

− ξj,i ∈ {0, l′j , lj} � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé ïîòîêà Πj , êîòîðîå ìîæåò
áûòü îáñëóæåíî çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [τi, τi+1);

− ξ′j,i ∈ Yj = {0, 1, . . . , lj} � ðåàëüíî îáñëóæåííîå êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé ïîòîêà Πj

çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [τi, τi+1).

Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé è óïðàâëåíèå ïîòî-
êàìè ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1 ∈ {0, 1, . . . , l1 − 1} âå-
ëè÷èíó ïîðîãà ïîòîêà Π1 è ÷åðåç h2 ∈ {0, 1, . . . , l2 − 1} âåëè÷èíó ïîðîãà ïîòîêà Π2.
Îáñëóæèâàíèå ïåðâîãî ïîòîêà ïðîèñõîäèò â ñîñòîÿíèè Γ(1), ïðè ýòîì âòîðîé ïîòîê íå
îáñëóæèâàåòñÿ. Åñëè κ2,i + η2,i íå äîñòèãíåò âåëè÷èíû h2 ê êîíöó òåêóùåãî èíòåð-
âàëà [τi, τi+1), òî îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî ïðîäëåâàåò ñîñòîÿíèå Γ(1) íà òàêîé æå
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ïðîìåæóòîê âðåìåíè, èíà÷å ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå Γ(2). Ïóñòü òåïåðü îá-
ñëóæèâàíèå âòîðîãî ïîòîêà ïðîèñõîäèò â ñîñòîÿíèè Γ(3), ïðè ýòîì ïåðâûé ïîòîê íå
îáñëóæèâàåòñÿ. Àíàëîãè÷íî, åñëè ïî ïåðâîìó ïîòîêó Π1 î÷åðåäü ìåíüøå ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ h1, òî îáñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî ïðîäëåâàåò ñîñòîÿíèå Γ(3) íà òàêîé æå
ïðîìåæóòîê âðåìåíè, èíà÷å ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå Γ(4). Èç îñòàëüíûõ ñîñòîÿíèé îá-
ñëóæèâàþùåå óñòðîéñòâî ìîæåò ïåðåéòè òîëüêî â ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå, òî åñòü èç Γ(2)

â Γ(3) è èç Γ(4) â Γ(1). Ñîñòîÿíèÿ Γ(2) è Γ(4) ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäó äîîáñëóæèâàíèÿ
òîëüêî çàÿâîê ïåðâîãî ïîòîêà è òîëüêî çàÿâîê âòîðîãî ïîòîêà. Ïðè h2 = 0 è h2 = 0
ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â öèêëè÷åñêèé íà ìíîæåñòâå
ñîñòîÿíèé {Γ(1),Γ(2),Γ(3),Γ(4)}. Âåëè÷èíà ïîðîãà hj îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòüþ lj . Ýòî ñäåëàíî ïîòîìó, ÷òî â ñëó÷àå hj ≥ lj ñèñòåìà íå ñìîæåò ñïðàâèòüñÿ ñ
îáñëóæèâàíèåì ïîòîêà Πj . Òîãäà ïî ýòîìó ïîòîêó íà÷íåò âîçðàñòàòü êîëè÷åñòâî îæè-
äàþùèõ òðåáîâàíèé îáñëóæèâàíèÿ è óïðàâëåíèå áóäåò íåýôôåêòèâíî.

Ïðè Γ(e) ∈ Γ, x1 ∈ X, m1 ∈ X, x2 ∈ X, m2 ∈ X îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèþ

u(Γ(e), x1,m1, x2,m2, ) =



Γ(e+1), e = 2;

Γ(1), e = 4;

Γ(1), e = 1, x2 +m2 < h2;

Γ(2), e = 1, x2 +m2 ≥ h2;

Γ(3), e = 3, x1 +m1 < h1;

Γ(4), e = 3, x1 +m1 ≥ h1.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ êîíôëèêòíûìè íåîðäèíàðíûìè ïóàñ-
ñîíîâñêèìè ïîòîêàìè Π1 è Π2 ñ ïîìîùüþ öèêëè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ ïðîäëåíèåì è
äîîáñëóæèâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

{(Γi,κ1,i,κ2,i, ξ
′
1,i−1, ξ

′
2,i−1), i ∈ I},

ãäå
Γi+1 = u(Γi,κ1,i, η1,i,κ2,i, η2,i),

κ1,i+1 = max{0,κ1,i + η1,i − ξ1,i},
κ2,i+1 = max{0,κ2,i + η2,i − ξ2,i},

ξ′1,i = min{κ1,i + η1,i, ξ1,i},
ξ′2,i = min{κ2,i + η2,i, ξ2,i}.

(1)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{(Γi,κ1,i,κ2,i, ξ
′
1,i−1, ξ

′
2,i−1), i ∈ I},

äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ (1), ñ çàäàííûì íà÷àëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì âåêòîðà (Γ0,κ1,0,κ2,0, ξ

′
1,−1, ξ

′
2,−1) íà ïðîñòðàíñòâå Γ×X ×X ×Y1 ×Y2

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ìíîãîìåðíîé ìàðêîâñêîé öåïüþ.
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О МЕТОДЕ ФУНКЦИЙ ГРИНА В ЗАДАЧЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СЛУЧАЙНОГО 

СИГНАЛА ЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ 

 

В данной работе рассматривается ситуация, когда на вход некоторого 

устройства А поступает непрерывный случайный сигнал  ( ), а на выходе 

наблюдается непрерывный случайный сигнал  ( ). 

Устройство А называют линейной динамической системой, если связь 

между входом и выходом описывается дифференциальным уравнением n-го 

порядка с постоянными коэффициентами. Если на входе и выходе 

наблюдаются случайные сигналы  ( ) и  ( ) соответственно, то линейная 

динамическая система описывается дифференциальным уравнением в 

гильбертовом пространстве случайных величин с конечным вторым 

моментом 

   ( )( )       
(   )( )       

 ( )     ( ) 

    
( )( )       

(   )( )        
 ( )     ( )   ( )              ( ) 

Здесь коэффициенты   (         ) и   (         ) – постоянные 

числа. 

Известный [1, гл. 8] подход при изучении динамической системы (1) 

состоит в предположении стационарности (в широком смысле) входных и 

выходных случайных сигналов и использовании частотностной 

характеристики. Он связан с прямым и обратным преобразованием Фурье 

случайных процессов. Наш подход, использующий метод функции Грина, не 

предполагает стационарности входного и выходного случайных сигналов. 

Рассмотрим скалярное дифференциальное уравнение n-го порядка с 

постоянными коэффициентами 

   ( )       
(   )        

       ( )                     ( ) 

Имеет место 

Лемма 1 ([2], гл. I, §8). Пусть корни характеристического уравнения 

          
                 не содержат точек мнимой оси. Тогда 

для любой непрерывной ограниченной на всей оси функции h(t) уравнение (2) 

имеет ограниченное на всей оси решение, причем единственное. Оно дается 

формулой 

 ( )   ∫  
 

  

(   ) ( )                                            ( ) 

где  ( ) – функция Грина задачи об ограниченных решениях уравнения (2). 



Замечание 1. Пусть в условиях леммы 1 все корни характеристического 

уравнения лежат в левой полуполоскости (Re              ). Тогда 

ограниченное решение уравнения (2) асимптотически устойчиво по 

Ляпунову. 

Связь между математическими ожиданиями входного и выходного 

случайных сигналов характеризует 

Теорема 1. Пусть входной случайный процесс  ( ) ограничен на всей 

числовой оси, а корни характеристического уравнения 

          
                 не содержит точек мнимой оси. Тогда 

математическое ожидание   ( ) случайного процесса на выходе 

динамической системы (1) представимо в видe 

  ( )   ∫  
 

  

(   )  ( )                                      ( ) 

где   – функция Грина задачи об ограниченных решениях уравнения (2). 

Следствие 1. Пусть в условиях теоремы 1 на вход поступает 

«квазистационарный» сигнал, т.е.   ( )          . Тогда на выходе 

также будет «квазистационарный» сигнал, причем его математическое 

ожидание   ( )      
  

  
  . 

Связь между корреляционной функцией   (     ) случайного сигнала на 

выходе динамической системы (1) и корреляционной функции   (     ) 

случайного сигнала на входе характеризует 

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и дополнительно 

вещественные части всех корней характеристического уравнения 

отрицательны (Re              ). Тогда корреляционная функция 

  (     ) случайного сигнала  ( ) на выходе динамической системы (1) 

определяется формулой 

  (     )  ∫ ∫  (     )
  

  

 (     )  (     )      

  

  

            ( ) 

где   (     ) – корреляционная функция входного сигнала  ( )  

∑    
( )( ) 

   , а   – функция Грина задачи об ограниченных решениях 

уравнения (2). 

Пример 1. На вход интегрирующей RC-цепочки, описываемой 

дифференциальным уравнением 

  ( )    ( )    ( )   
 

  
                                         ( ) 

поступает непрерывный случайный ограниченный на всей оси сигнал  ( ) с 

математическим ожиданием   ( ). 



Заметим, что функция Грина задачи об ограниченных решениях 

уравнения (6) имеет вид 

  ( )  {
             
                

 

Тогда математическое ожидание   ( ) на выходе динамической 

системы (6), согласно теореме 1 представляется формулой 

  ( )   ∫    (   )
 

  

  ( )    

Корреляционная функция   (     ) на выходе динамической системы 

(6) связана с корреляционной функцией   (     ) на входе согласно теореме 

2 формулой 

  (     )       (     ) ∫ ∫   (     )  (     )   

  

  

   

  

  

  

Пример 2. На вход линейной динамической системы, описываемой 

дифференциальным уравнением 

   ( )     ( )    ( )   ( )                                ( ) 

поступает непрерывный случайный ограниченный на всей оси сигнал  ( ). 

Укажем характеристики выходного случайного сигнала  ( ). 

Заметим, что корни характеристического уравнения           

имеют вид            . Тогда в соответствии с теоремой 1 

  ( )  ∫   

 

  

(   )  ( )    

где функция Грина    задачи об ограниченных решениях имеет вид 

  ( )  {
(         )(     )

           

                                                       
 

Корреляционные функции входного и выходного случайных сигналов 

динамической системы (7) в соответствии с теоремой 2 связаны 

соотношением 

  (     )  ∫ ∫   (     )
  

  

  (     )  (     )      
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Чуб Е.Г., Погорелов В.А. (ДГТУ, Ростов-на-Дону, Россия), Стохастическая
нелинейная динамическая модель гиростабилизатора информационно-
измерительного комплекса путеизмерительного вагона.

Исследовалась динамика движения гиростабилизированного информационно-изме-
рительного комплекса путеизмерительного вагона (ИИК ПВ) в условиях действия по-
мех.

Теорема. Пусть стохастическая модель гиростабилизированного ИИК ПВ в фор-
ме «объект-наблюдатель» имеет вид: Ẏ = F (Y, t) + F0(Y, t)ξ, где Y - вектор состояния
размерности n = 3, описывающий динамику объекта, F , F0 -известные нелинейные
функции , определяемые из условия функционирования ИИК ПВ, удовлетворяющие
условию Липшица для всех Y, t, и дифференцируемые N раз на интервале времени

(t0, t), ξ = (w
...W ) , w- вектор случайных возмущающих ускорений, описываемый в

общем случае белым гауссовским шумом (БГШ) с нулевым математическим ожидани-
ем и известной матрицей интенсивностей Dw(t), W - БГШ с нулевым математическим
ожиданием и матрицей интенсивностей DW (t), WA - БГШ с нулевым математическим
ожиданием и матрицей интенсивностей DWA

(t). Тогда апостериорная плотность веро-
ятности ИИК ПВ может быть аппроксимирована системой моментов:

ṁp
j = j

∞∑
n=0

apnm
p
n+j−1 +

j(j−1)
2

∞∑
n=0

bpnm
p
n+j−2 +

∞∑
n=0

fpnm
p
n, p = 1, 2, 3;

ṁ1,2
j,s = −j

∞∑
n=0

a1nm
1,2
n+j−1,s − s

∞∑
n=0

a2nm
1,2
j,n+s−1 +

1

2

(
j(j − 1)

∞∑
n=0

b1nm
1,2
n+j−2,s+

+s(s− 1)

∞∑
n=0

b2nm
1,2
j,n+s−2 + js

∞∑
n=0

b12(2)n m1,2
j−1,n+s−1+

+js
∞∑

n=0

b21(1)n m1,2
n+j−1,s−1

)
+
∞∑

n=0

f1nm
1,2
j+n,s;

ṁ1,k
j,k = −j

∞∑
n=0

a1nm
1,3
n+j−1,k − k

∞∑
n=0

a3nm
1,3
j,n+k−1 +

1

2

(
j(j − 1)

∞∑
n=0

b1nm
1,3
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+k(k − 1)

∞∑
n=0

b3nm
1,3
j,n+k−2 + jk

∞∑
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b13(3)n m1,3
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n=0

b31(1)n m1,3
n+j−1,k−1

)
+
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n=0

f1nm
1,3
j+n,k;

ṁ2,3
s,k = −s

∞∑
n=0

a2nm
2,3
n+s−1,k − k

∞∑
n=0

a3nm
2,3
s,n+k−1 +

1

2

(
s(s− 1)

∞∑
n=0

b2nm
2,3
n+s−2,k+

+k(k − 1)
∞∑

n=0

b3nm
2,3
s,n+k−2 + sk
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n=0

b23(3)n m2,3
s−1,n+k−1

+sk
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n=0

b32(2)n m2,3
n+s−1,k−1

)
+
∞∑

n=0

f2nm
2,3
s+n,k,

где j, s, k = 1, 2, 3, ain, bin, f in - коэффициенты разложения.
Предложенный метод позволяет значительно уменьшить объем вычислительных

затрат, что повышает эффективность работы перспективных информационно-измери-
тельных комплексов путеизмерительных вагонов.
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�à¥¤¥«ì®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ¯®àï¤ª®¢ëå áâ â¨áâ¨ª  

¤«¨ å æ¨ª«®¢ á«ãç ©ëå A-¯®¤áâ ®¢®ª

�.�. �ªë¬¨¢∗

� â¥¬ â¨ç¥áª¨© ¨áâ¨âãâ ¨¬. �.�. �â¥ª«®¢ 

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¥ª®â®à®¥ ¬®¦¥áâ¢®  âãà «ìëå ç¨á¥« A.
�¥à¥§ Tn(A) ®¡®§ ç¨¬ ¬®¦¥áâ¢® ¯®¤áâ ®¢®ª áâ¥¯¥¨ n, ¤«¨ë
æ¨ª«®¢ ª®â®àëå ¯à¨ ¤«¥¦ â ¬®¦¥áâ¢ã A (â ª  §ë¢ ¥¬ëå A-
¯®¤áâ ®¢®ª). � áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«ãç © ï ¯®¤áâ ®¢ª  τn, à ¢®¬¥à®
à á¯à¥¤¥«ñ ï ¬®¦¥áâ¢¥ Tn(A). �ãáâì ζn - ®¡é¥¥ ç¨á«® æ¨ª«®¢
¨ ηn(1) ≤ ηn(2) ≤ · · · ≤ ηn(ζn) - ¢ à¨ æ¨®ë© àï¤ ¤«¨ æ¨ª«®¢
¯®¤áâ ®¢ª¨ τn. �ë ¡ã¤¥¬ ¯à¥¤¯®« £ âì, çâ®

p(n) ≡ |Tn(A)|
n!

= n%−1L(n), n ∈ N, (1)

£¤¥ % > 0 ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì L(n) ¬¥¤«¥® ¬¥ï¥âáï   ¡¥áª®¥ç®á-
â¨. � ª ¨§¢¥áâ® [4], ®âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ã ¬®¦¥áâ¢  A áãé¥áâ¢ã¥â
¯®«®¦¨â¥«ì ï  á¨¬¯â®â¨ç¥áª ï ¯«®â®áâì % ¢® ¬®¦¥áâ¢¥  âãà «ì-
ëå ç¨á¥«, â.¥.

lim
n→∞

|k : k ∈ A, k ≤ n|
n

= % > 0. (2)

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì®¥ x ¨ ¯®«®¦¨¬ ¯à¨ m ∈ N ¨ t > 0

r = exp
(
m

%
+ x

√
m

%

)
, l(t) =

∑
i∈A,i≤t

1/i.

�¥®à¥¬  1 �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ë¯®«¥® (1), ¨ ¯ãáâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«-
ì®áâì m = m(n)→∞ â ª®¢ , çâ®

% lnn−m√
lnn

→ +∞ (n→∞).

�®£¤ 
P{% ln ηn(m) ≤ m+ x

√
m}

= Φ(z) +
1

405l3/2(r)
(10Φ(3))(z) + Φ(5)(z)) +O

(
1

ln2(n)

)
∗�áá«¥¤®¢ ¨¥ ¢ë¯®«¥® §  áç¥â £à â  �®áá¨©áª®£®  ãç®£® ä®¤  ü19-11-

00111-�, https://rscf.ru/project/19-11-00111/ .
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£¤¥

z = y − 1
108µ

(y3 − y),

y = 3
√
µ

((
ν

µ

)1/3

− 1
9µ
− 1

)
, µ = m+ 1, ν = l(r).

�¤¥áì Φ(·) - äãªæ¨ï áâ ¤ àâ®£® ®à¬ «ì®£® à á¯à¥¤¥«¥¨ï.
� áá¬®âà¨¬ ¥ª®â®àë¥ ¯à¨¬¥àë, ª®£¤  ¢ë¯®«¥® (1). � ¨¡®«¥¥

ñ¬ª¨¬ ¨§ ¨å ï¢«ï¥âáï á«¥¤ãîé¨©.

�à¨¬¥à 1 �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¬®¦¥áâ¢® A ¥  å®¤¨âáï   à¥è-
ñâª¥ á è £®¬, ¡®«ìè¨¬ 1 ¨ ã ¥£® áãé¥áâ¢ã¥â ¯®«®¦¨â¥«ì ï
 á¨¬¯â®â¨ç¥áª ï ¯«®â®áâì ¢® ¬®¦¥áâ¢¥  âãà «ìëå ç¨á¥«,
à ¢ ï %, â.¥., ¢ë¯®«¥® (2). �®£¤  ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (1).

�à¨¬¥à 2 �ãáâì M ∈ N, 1 ≤ i ≤M, Ai = {m ∈ N : m = aik+bi, k =
0, 1, 2, . . . }, £¤¥ æ¥«ë¥ ai > 1, 1 ≤ bi ≤ ai − 1, (ai, bi) = 1, A =

⋃M
i=1Ai,

¯à®£à¥áá¨¨ Ai ¨ Aj ¯à¨ i 6= j ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï.�®£¤  (á¬. à ¡®âã �.�.
� ¢«®¢  [2]) ¢ë¯®«¥® (1).

�à¨¬¥à 3 �ãáâì k1, . . . , ks ∈ N â ª®¢ë, çâ®:

1. ki ≥ 2, i = 1, . . . , s;

2. (ki, kj) = 1 ¯à¨ i 6= j.

�®«®¦¨¬ A = {m ∈ N : ki - m, i = 1, . . . , s}. �®£¤  (á¬. à ¡®âã �.�.
� ¢«®¢  [2]) ¢ë¯®«¥® (1).

�®¦¥áâ¢  ¨§ ¯à¨¬¥à  1 ¡ë«¨ à áá¬®âà¥ë ¢ ª¨£¥ �¨¬ èñ¢  [3] (2016),
  ¬®¦¥áâ¢  ¨§ ¯à¨¬¥à®¢ 2 ¨ 3 ¢¢¥¤¥ë ¢ áâ âì¥ �®«®â¨ª®¢ , � çª®¢ 
¨ � à ª ®¢  [1] (1976). � íâ¨å à ¡®â å ¨áá«¥¤®¢ «¨áì ¥ª®â®àë¥ ¤àã£¨¥
á¢®©áâ¢  á«ãç ©ëå ¯®¤áâ ®¢®ª á ¤«¨ ¬¨ æ¨ª«®¢ ¨§ íâ¨å ¬®¦¥áâ¢.

�¯¨á®ª «¨â¥à âãàë
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Яровая Е.Б. (Москва, Россия). Предельное поведение популяций частиц в
ветвящемся случайном блуждании.

Рассматриваются ветвящиеся случайные блуждания (ВСБ) по Zd, d ∈ N, в кото-
рых точки размножения и гибели частиц, называют источниками ветвления. Пред-
полагается независимость эволюции частиц друг от друга и от предыстории. Основ-
ное внимание уделяется асимптотическому анализу поведения расположенных в точке
y ∈ Zd субпопуляций µ(t, x, y) и популяций частиц µ(t, x) =

∑
x∈Zd µ(t, x, y), порожден-

ных частицей-прародительницей, находящейся при t = 0 в точке x ∈ Zd, их целочис-
ленных моментов и условных математических ожиданий при t → ∞ для ВСБ как с
одним источником ветвления, так и с бесконечным числом источников, расположен-
ных в каждой точке решетки. Если при t = 0 в каждой точке решетки находится по
одной частице, закон размножения и гибели частиц описывается критическим мар-
ковским ветвящимся процессом в источниках ветвления. Для критического ВСБ, в
основе которых лежит симметричное, неприводимое, возвратное случайное блужда-
ние c переходными вероятностями p(t, x, y), вырождение большинства субпопуляций
приводит к “кластеризации” оставшихся частиц [1,2]. Для выжившей популяции при
t → ∞ имеем E[µ(t, x)|µ(t, x) > 0] ∼ Ct, а E[µ(t, x, y)|µ(t, x) > 0] ∼ Ctp(t, x, y), где
C > 0. Теперь предположим наличие на решетке лишь одного источника и одной на-
чальной частицы при t = 0 в точке x ∈ Zd. Возникает вопрос о том, как изменится
предельное поведение условных математических ожиданий, если все остальные пред-
положения модели сохраняются. В этом случае E[µ(t, x)|µ(t, x) > 0] = P−1(µ(t, x) > 0)
и E[µ(t, x, y)|µ(t, x) > 0] = p(t, x, y)P−1(µ(t, x) > 0). Результаты работ [3,4] о поведении
моментов µ(t, x, y) и µ(t, x) позволяют доказать в этом случае следующую теорему.

Теорема 1 Для критического возвратного ВСБ по Zd c одним источником ветвле-
ния частиц при µ(0, x, y) = δy(x) и t→∞ имеют место утверждения:

a) если p(t, x, y) ∼ γdt−
d
2 , γd > 0, то

E[µ(t, x)|µ(t, x) > 0] ∼ Kd(x)vd(t), E[µ(t, x, y)|µ(t, x) > 0] ∼ Kd(x, y)v
∗
d(t),

б) если p(t, x, y) ∼ hd,α t−
d
α , hd,α > 0, α ∈ [1, 2), то

E[µ(t, x)|µ(t, x) > 0] ∼ Vd,α(x)ud,α(t), E[µ(t, x, y)|µ(t, x) > 0] ∼ Vd,α(x, y)u∗d,α(t),
где v1(t) ∼ t

1
4 , v∗1(t) ∼ t−

1
4 , v2(t) = u1,1(t) ∼

√
ln t, v∗2(t) = u1,1(t)

∗ ∼
√
ln t
t , u1,α ∼ t

α−1
2α ,

u1,α ∼ t
α−3
2α , α ∈ (1, 2).

Из этой теоремы видно, что для критического возвратного ВСБ с одним источником
ветвления рост условных математических ожиданий популяций и субпопуляций ча-
стиц оказывается более медленным, чем при наличии таких же источников с одинако-
выми интенсивностями размножения и гибели частиц в каждой точке решетки. При
p(t, x, y) ∼ hα,d t

− d
α , t → ∞, из-за бесконечной дисперсии скачков ВСБ по Z1 свой-

ство возвратности блуждания “ослабевает” с уменьшением значения параметра α, а
при α ∈ (0, 1) блуждание становится невозвратным.
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